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ТЕОРИЯ МАТРИЦ ОСТАТКОВ 


Разработан новый метод исследования математических проблем, в которых 
используется понятие числа. Он основан на понятии „матрицы остатков“. 
Элементы этих матриц являются остатки от деления некоторых наборов 
натуральных чисел на простые числа. Подробно изучена структура таких 
матриц, установлены закономерности распределения в них нулевых и нену- 
левых остатков. Изучены связи между матрицами остатков, отвечающими 
различным наборам натуральных чисел. Метод матриц остатков применен 
для решения ряда проблем теории чисел. В частности, доказаны теоре- 
мы, описывающие распределение простых чисел на числовой оси. Выведе- 
ны формулы простых чисел Мерсена и Ферма, а также получены другие 
формулы простых чисел. Исследованы проблемы Шинцеля и Гольдбаха. 
Предложен метод нахождения решений уравнения Серпинского-Эрдеши. 


Проблема криптографии решена полностью и может стать основой для 
создания новых компьютеров, которые любую задачу могут решить 10%“ 
или 105 раз быстрее, чем существующие. 


Любая глава, этого сборника может стать основой целого раздела теории 
чисел и, следовательно, математики. 
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От автора 


Настало время, чтобы математика 
обошлась только целыми, числами 


Еще со школьной скамьи я заметил, что в математике на числовой оси не все 
логически оправдано. Например, никак не мог осмыслить, как квадрат отрицатель- 
ного числа становится положительным, и 0! = 1. В студенческие годы эти сомнения 
усилились, особенно когда ознакомился с теоретической физикой. 

Превращение правильного вписанного многоугольника в окружность с помощью 
удвоения числа его сторон - это что-то похожее на то, когда звезды принимаются 
за точку. Понятия “бесконечно малого” и “бесконечно большого”, которые привели 
к непрерывности числовой оси и созданию дифференциального и интегрального ис- 
числения, только пригодны для решения повседневных задач. Они становятся беспо- 
мощными, когда затрагиваются вопросы “бесконечно малых” и “бесконечно больших” 
размеров, потому что игнорируется прерывистость числовой оси. 

Такие ученые, как Лоренц, Хэвисайд, Адамар и Пуанкаре заметили относитель- 
ность результатов математических операций на числовой оси, что легло в основу тео- 
рии относительности Эйнштейна. Но выйти из “порочного круга” существующей ма- 
тематики, вызванного непрерывностью числовой оси, пока никому не удалось. 

Математика с одной стороны отрицает существование самого большого числа, до- 
казывает бесчисленность простых чисел, а с другой стороны принимает число ноль 
кратным всем целым числам. Многие математики (Рашевский, Рвачев) не согласны 
с этим и с понятием бесконечности на, основе аксиомы Архимеда. 

Поэтому решили, оставляя неприкосновенным аксиому Архимеда, создать новую 
теорию, которую следуя известному математику Аскольду Ивановичу Виноградову 
(Петербург, ЛОМИ), называем матричной математикой. Основой матричной матема- 
тики является утверждение о различии числа от его порядкового номера на числовой 
оси. Мы полагаем, что на числовой оси существуют только простые и составные чис- 
ла. Остальные (дробные, иррациональные, мнимые и т.д.) являются искаженными 
представлениями целых чисел, и лишь точками на числовой оси, учитывая относи- 
тельность выбора начала, отсчета. 

Этот сборник статей состоит из отдельных глав, расположенных исторически по 
мере того, как они писались. К сожалению, из-за нехватки времени многие вопросы 
матричной математики (например, оценки функции л(1), степенные матрицы остат- 
ков, фокусные расстояния в матрицах, теоремы Ферма, проблемы криптографии и 
т.д.) остались за пределами данного сборника. Надеюсь еще написать про них во вто- 
руй части этой книги, а если не успею, ее напишут следующие поколения. 

Этот сборник рассчитан на читателей, интересующихся математикой. Материал 
изложен общедоступно и предельно просто. Но не следует читать как художественную 
литературу, так как в сборнике затрагиваются основы нового подхода к существую- 
щей математике, поэтому каждая фраза требует глубокого осмысления. Переходить к 


г. 





следующей статье следует лишь после приведения к общему знаменателю изученного. 
Матричная математика является альтернативой существующей математике. 

Если читателю покажется, что некоторые утверждения сомнительны и плохо до- 
казаны, обозначения неудачные, выражения не очень гладко оформлены, пусть про- 
стит. Мои работы может быть и не гладко оформлены, но по-моему не могут быть 
неверными. 

Приношу огромную благодарность академику НАН РА М.А. Казаряну (ФИАН, 
Москва) и докторам наук В.Андрееву (ФИАН, Москва), 3. Данояну и Г. С. Сукиасяну 
(ИМ НАН РА, Ереван) за ценные советы и критические замечания. 

Ереван, 2013 
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От переводчика 


Монография Э.Л. Мкртумяна выходит в двух вариантах: на русском и английском 
языках. Она объединяет [ и П части сборника „МАТРИЧНАЯ МАТЕМАТИКА“. 

В нем излагается новый подход к исследованию математических проблем - Метод 
матриц остатков. Элементами этих матриц являются остатки от деления некоторой 
последовательности натуральных чисел на простые. Подробно изучена, структура, та- 
ких матриц, В частности, анализируется распределение в них нулевых и ненулевых 
остатков. Развитые методы применяются для решения ряда, проблем теории чисел. В 
первую очередь, для нахождения распределения простых чисел на различных отрез- 
ках числовой оси. Каждому такому отрезку сопоставляется своя матрица остатков, 
и сравниваются количества нулевых и ненулевых остатков в матрицах, ассоцииро- 
ванных с разными отрезками. Это позволяет сравнить количество простых чисел, 
находящихся на этих отрезках. Принцин и метод такого сравнения сформулирован в 
теореме 1.4. Большинство результатов, представленных в данной монографии, полу- 
чены путем применения этого метода к различным отрезкам числовой оси. Доказан 
ряд неравенств, сопоставляющих количество простых чисел на различных отрезках 
числовой оси. 

С помощью методов матриц остатков выведены формулы простых чисел Мерсена, 
и Ферма, а также получены другие формулы распределения простых чисел. Иссле- 
дованы проблемы Шинцеля и Гольдбаха, и предложен метод нахождения решений 
уравнения типа уравнения Серпинского-Эрдеши. 

Предложено обобщение метода, решета - двойное решето. 

В целом, результаты, представленные в данной монографии, показывают, что ме- 
тод матриц остатков позволяет выявить ряд новых закономерностей в структуре чис- 
ловой оси. 

В.А. Андреев 

Москва, 2019 
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Введение 


Математик, ищущий истину с помощью 
непрерывности, числовой оси, похож на слетиую белку, 
которая неустанно бегает в чертовом колесе 

и думает, что скоро дойдет до края света. 


В нашем сознании сложение означает прибавление некоторому количеству пред- 
метов какого-то количества других таких же (иногда и не таких) предметов, получая 
их общую сумму. При этом не учитывается с какого предмета, и в каком направлении 
велось сложение. 

На числовой оси сложение объектов производится так: считается, что эти пред- 
меты расположены вдоль одной виртуальной прямой, складываются обязательно с 
правого конца в правую сторону, заменяя объекты одинаковыми плотно расставлен- 
ными отрезками единичной длины. В результате получаем точку, которая отдалена, 
от начала числовой оси на определенное количество отрезков единичной длины. 

Напрашивается вопрос: начало числовой оси есть точка, или число? Ответ на, этот 
вопрос не однозначен, потому что число п на числовой оси характеризуется п + 1 
точками. Существующая математика на этот вопрос не отвечает четко. Не отвечает 
и на вопросы: что станет с этой суммой, если поменять начало или масштаб числовой 
оси? 

Не отвечает потому, что не различает начало числовой оси от начала расчета, 
забывая, что начало числовой оси лишь точка, а начало расчета, - это первый предмет 
(отрезок) от которого начинается расчет, и число 1 находится от числа 0 на таком же 
расстоянии, что и число 2 от числа 1, или число п - 1 от числа п. 

Отсутствие различия начала числовой оси от начала расчета приводит к появ- 
лению на числовой оси дробных, иррациональных, трансцендентных, комплексных 
чисел и мнимых корней уравнений. В этом заключается главный недостаток суще- 
ствующей математики, который приводит к тому, что результаты математических 
операций на числовой оси стали некоммутативными, т.е. относительными. 

Используя радиус-векторы, фокусные расстояния, дуализм квантов и т.д. физики 
всячески старались "сгладить"недуги математики и добились заметных успехов. Им 
конечно помогли экспериментальные данные, а математика осталась на "первобытном 
уровне". 

Так как четные числа (по отношению начала числовой оси) относительно нечет- 
ных, перемещены на единицу вправо (или влево, смотря в какую сторону смотреть), 
поэтому математика на числовой оси стала однобокой, а математические действия 
приобрели направление (к примеру: сложение и умножение - в правую сторону, а 
вычитание и деление - в левую). 

Мне совершенно непонятно, число "минус"2п является четным или нечетным?! 
Ведь знак "минус"показывает только направление! А 2п последовательных натураль- 
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ных чисел показывают, что среди них есть п четных и й нечетных чисел, а больше 
ничего. 

Логика, по которой 0 кратно всем числам (0! = 1) деление чисел сводит к делению 
единицы масштаба, числовой оси, т.е. считая количество точек в единичном отрезке 
бесчисленным, принимается, что 1 = "беконечности"! Однобокий подход к нулю, как к 
числу, превращал ее в фикцию, и числа на числовой оси становились равноправными. 

От этих недостатков свободна матричная математика, в которой введено глобаль- 

7% 
ное понятие натурального нуля О, = [| р, т = п(п). В матричной математике, огра- 
ничивая отрезок числовой оси, и поведение математических операций на, 
этом отрезке, а затем распространяют их на большие отрезки. Для этого в матрич- 
ной математике создано основополагающее понятие матрицы остатков, где нулевой 
остаток уже не фикция, а реальный объект. 

Чтобы четные и нечетные числа были расположены симметрично относитель- 
но какой-нибудь точки в матричной математике рассматривают матрицу остатков с 
нечетным числом столбцов. Средний столбец такой матрицы становится осью симмет- 
рии. В матричной математике фундаментальное значение имеет матрица Ми, 2и-+2(Ов), 
где т = л(п), крайние столбцы которой соответствуют числам Ой и 2п, а средний 
столбец — числу п, четность которого не всегда зависит от четности крайних столбцов. 
Поэтому матричная математика показывает, что четность на числовой оси понятие 
относительное, что приводит к относительности всех математичиских операций на 
числовой оси. 

Матричная математика, старается развивать математику на числовой оси по ло- 
гике самой математики, а не по логике величайших математиков! 


Глава 1 


О некоторых задачах распределения простых 
чисел 


Настоящая статья посвящена иследованию некоторых задач распределения простых 
чисел. Исследование проводится методом матриц остатков, который разработан авто- 
ром. 


1.1 Введение 


Об оценке разности [1] 
п(п? + п) — (п), (1.1) 


где п-целое число, функция п(п) - количество простых чисел, не превосхадящих п, 
ничего не известно, даже не известно, что 


п(п? + п) — л(п2) > 1. (1.2) 


Но не думаем, что специалисты мало занимались этим вопросом, так как в литературе 
часто говорится о нем [2,3]. 

Из истории математики известно, сколько времени и труда потребовалось для 
доказательства постулата, Бертрана [4] 


п(2%) —п(п) > 1. (1.3) 


Видно, что оценки (1.2) и (1.3) тесно связаны между собой. 

Как видно из вышесказанного, теория чисел нуждается в новом подходе к пробле- 
мам распределения простых чисел. 

Как мы думаем, на роль такого подхода может претендовать метод матриц остат- 
ков |5], который многие вопросы аддитивной теории чисел приводит к одной плоско- 
сти. 

Цель этой статьи: с помощью нового метода доказать (1.3) и оценить (1.1) снизу. 


1.2 Матрицы остатков 
Рассмотрим следующую матрицу, которую называем матрицей остатков: 


а. 27 За 
Мти (А) = . 8 : , 


) 


Чт, ``’  @ты 
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где ах; - остаток от деления числа А; = лЛ+ 1-1 на Р,, Р; - 1-тое простое число, Л > 0 
— целое число, п > 2 - натуральное число, т = л(п) - количество простых чисел, не 
превосходящих п, 1 < 1 < п, 1<1< т. Например, для п = 7, Л = 0 имеем т =4и 





р 10101 о 
0120120 
Мтьт(0) = о тозаот| 
0123456 
А для Л = 1, п = 7 матрица Мал(1) имеет вид 
о а: 
2 1010101 
Мат =| 3 1201201 
5 1234012 
т 1234560 


Здесь первая вспомогательная строка содержит числа Л; = ^+ 7 - 1, а первый вспо- 
могательный столбец содержит простые числа Р;. а; - остаток от деления числа 
А =А+1- 1 на Р;. Имеют место следующие теоремы. 


Теорема 1.1 Для любого натурального т 
Мтл(0) — Ми (1) = п(п) — и(п), 


где Мт»(^) - количество нулевых элементов (нулей) матрицы Мт.п(Л), и(п) - ко- 
личество различных простыл делителей числа, т. 


Доказательство. Сопоставление матриц Ми»(0) и Мт»(Т) показывает, что }-тый 
столбец матрицы Мт(0) начиная со второго столбца, совпадает с ] — 1-ым столб- 
цом матрицы Мтп(Т). Причем в матрице М»»(0) первый столбец отличается от всех 
столбцов матрицы Мт»(1), а последний столбец Ми(Т) отличается от всех столбцов 
матрицы М (0). Первый столбец матрицы Мтп(0) содержит п(п) нулей, а послед- 
ний столбец матрицы Мтп(1) содержит и(п) нулей, следовательно, 


Мт.»,(0) _ Мт»(1) =л(п) — и(п). 
Теорема 1.2 Для любого целого А > 0 
Мт»(0,2) > Мт(^, 1) > Мт»(1 9), 
где Мтп(Л,{) есть количество нулей 1-той строки матрицы Мтп(^). 
Доказательство. Нетрудно убедиться, что 
Мть(Л, 1) = Мтп(0,1), если Л+а: = 0(тоа Р;), ^+п- В = 0(тоа Р;), 


Р-1 Р;-1 
О<а < 5’ 0<ы< 2’ 








Мт(Л, 1) = Мтп(Ь1), если Л+а: = 0(тоа Р;), л+п- В = 0(тоа Р;), 


Р.— в: 
- Ь; > ь . 


и. 2 








Следов ательно, теорема доказана. 
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Следствие 1.1 


Обозначая 


Получим 
0 < с(т, п, ^) < л(п) — к(п). 


1.3 Подобные матрицы остатков 


Определение 1.1 Две матрицы называются подобными, если они имеют, одинако- 
вую ‘ширину т = п(п) и длину п. 


Так например, подобными являются матрицы Ми (Т) и Мии(^Л). В дальнейшем 
полагаем п < А. Расположим в матрипах Мт»(1) и Мт»(Л) столбцы по максималь- 
ной выборке нулей справа, налево. Тогда среди выбранных К столбцов нет столбца 
содержащего меньше нулей, чем любой невыбранный столбец. 

——А 

Обозначим через М тп) суммарное количество нулевых остатков К столбцов дан- 
ной матрицы. 

Имеет место теорема. 


Теорема 1.3 Для любого целого А > п 


М» „(^) - Ми, (1) > 0 


Доказательство. Из теорем 1.1 и 1.2 имели, что 
0 < с(т, п, ^) < л(п) — к(п). 


1) Если с(т,п,Л) > 0, то теорема тривиальна, поскольку в матрице Мти(Т) все 
столбцы, кроме первого, содержат как минимум один нулевой остаток. 

2) Если с(т,п,^) = 0, тои (т, п,^) = 0, где с*(т,п,А) сосчитана только по 
строкам 1 < {< т. Следовательно, 


МА) — Миа =: 
Но это невозможно, поскольку Ли А+ п-— 1 совместно кратны на все простые делители 


числа п. На самом деле при п = 3, Л = 4, с(т,п, Л) = 0, но если Л > 4, то с*(т, п, А) = 
0. Теорема доказана. 
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Приведем несколько следствий Теоремы 1.3. Рассмотрим матрицу Мтип(1). Обо- 
значим через Г„(7) количество ненулевых остатков, а через и» (7) количество нулевых 
остатков в ]-том столбце матрицы М»т,в(Т). Легко видеть, что 


Гт(7) = п(п) — и,()), Тт(Ю = (п) =т. (1.6) 


Обозначим через Г»»(Л) количество ненулевых остатков всей матрицы Мип(Л). 
Тогда можно доказать, что 


т О = Тин @Е) — п(п) = (п), 


) 


где О» - натуральный нуль, О» = [111 р. Легко видеть, что 


[т.п 1) — Гтв (А) = п(п) — с(т,п, Л). 


) 


Теорема 1.4 В матрице Мшп(Л), где 8 < п < Л < п?, т = п(п), (Л, п) = и(п) 
имеется не менее ры — и(п) столбиов, в каждом из которых нет нулей в 


строках 1 << т=л(п), т.е. соответствуют простым. числам. 


Доказательство. Рассмотрим подобные матрицы Мти(Л) и Мтшь(1), где 8 < п < 
А < п?, т=л(п). Зачеркнем все те столбцы у матриц Мть(Л) и Мтжп(1), в которых 
есть хотя бы один нуль в строках 1 < 1 < т = л(п). Тогда у матрицы Мти(1) 
незачеркнутыми останутся только столбцы с нулем в первой строке и первый столбец, 
т.е. им соответствуют числа вида 27. А таких чисел среди первых й чисел имеется 
ровно АТ = [1052 п] + 1. Следовательно, у матрицы М»п(1) зачеркнутыми будут №1 = 
п — [1052 п] — 1 столбцов. 

Обозначим через Аз количество незачеркнутых столбцов матрицы М»т„п(Л), а через 
К — количество зачеркнутых столбцов матрицы Мтп(Л). Очевидно, К2 = п №5. Если 
К2 < Ка, то 5 > А = [055 п] +1 и подавно Аз > [евр — и(п) и теорема выполнена. 

Теперь допустим А2 > №1. Тогда А < №. Расположим в матрицах Мтип(Т) и 
Мт„(Л) столбцы по максимальной выборке нулей справа налево так, чтобы сперва 
расположились незачеркнутые, а потом зачеркнутые столбцы. Так как при нечетных 
п, и четных А количество четных столбцов (соответствующих четным числам) мат- 
рицы Мтп(А) на 1 больше чем количество четных столбцов матрицы Мтп(Т) и в 
матрице М»„(Л) количество столбцов, в которых есть хотя бы один нуль в строках 
1 <1< т = л(п) не может быть больше чем п — (овз"] + и(п), сопоставляя матрицы 
с таким расположением столбцов, получим. 


№ > Шт СХ 


Тот же результат можно получить и по-другому. Напомним, что имеем 


Мт»(А) —- Мт»(1) = с(т,п, А). (а) 
Откуда следует, что 
Ми» (^) — Мии(1) = с*(т,п,^), () 


где с*(т, п, А) сосчитана только по строкам 1 <&< т, А = аа + а2 и а1 - количество 
тех столбцов матрицы Мт„»(А) в каждом из которых есть только один 0, и этот 0 
стоит в строке # > Т, а ао - количество пустых (не имеющих нулей) столбцов мат- 


К 
рицы Мт„»(^А). Здесь обозначено через М„„(Л) количество всех нулевых остатков К 
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столбцов данной матрицы (в том числе и нули в первой строке). Вычитая (Ъ) из (а), 
получим 
1, при 21п, 2тА; 


са — [ов›п] —1< 
0, в остальных случаях. 


Предполагая, что каждый из а1 столбцов содержащий минимум 2 нулевого остатка 
) 1 

(учитывая и нули в строке 1 = 1), и учитывая, что с“(т,п,А) < с(т,п, А) - Ги 

возможно, что величина [1055 п] являтся нечетным числом при 2 | п, 2|А получаем 


1 
о > ов» Зет 
Таким образом 
1 —1 
Б-р > | МТ и) 


Теорема 1.4 полностью доказана. 
Чтобы доказательства теорем были более ясными, рассмотрим сопряженные мат- 
рицы остатков. 


1.4 Сопряженные матрицы остатков 


Определение 1.2 Две матрицы Мш»(Л) и Мт»(А) называются сопряженными, 
если они отличаются распределением нулей только в одной строке. 


В частности, можем рассматривать такие сопряженные матрицы, которые отличаются 


распределением нулей только в первой строке. Например, Ми»(^) и Мип(А) будут 
сопряженными матрицами по первой строке, если 


л= [| В+» ЕЕ); 
=2 


Количество нулевых элементов сопряженной матрицы М„»(Л) обозначим через МА). 


Определение 1.3 Столбиы сопряженных по первой строке матриц которые зани- 
мают, одни и те же места в матрицах, называем двойиками. Распределение нулей 
в этих столбцах, кроме первой строки, одинаковые. 


Определение 1.4 Столбец называется соответствующим числу Ау, если элемен- 
ты этого столбца а; образовались при делении данного числа Ху на простое число 
Р; и наоборот. 


Теорема 1.5 Пустой (не содержащий ни, одного нуля) столбец матрицы, соответ- 
ствует, столбиу сопряженной матрицы, каторьй содержит только один нуль, и 
этот, нуль находится в строке 1 = 1, и обратно. 


Доказательство очевидно. 


Теорема 1.6 Количества столбцов сопряженных (только по первой строке) малт- 
рии, каждый из которых содероюит мичимум один нуль в строках 1 > 1, равны 
между собой. 


Доказательство. Если матрица, содержит хоть один нуль в строке # > 1, и в столбце 
1, то и сопряженная матрица, тоже в этой строке и в том же столбце содержит тот же 
самый нуль. 
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1. Применение матриц остатков 


Для иллюстрации преимущества, метода матриц остатков, сначала, рассмотрим посту- 
лат Бертрана, т.е. докажем неравенство (1.3). 


Рассмотрим матрицы Мтп(1), Миь(Т) и Мти(Л), Мши(Л), которые попарно со- 
пряжены по первой строке. Согласно пункту 1.2 можем обозначить 





с (т, п, А) = Мт»(А) — Ми»(0. (1.7) 


Пусть АЕ=П+ЬП>5. 

Составим объединенные матрицы, столбцы которых являются механическим при- 
соединением столбцов-двойников сопряженных матриц. Таким образом, получим но- 
вые матрицы, их обозначим Ми» п(Л, А) и М» п(1, 1) в соответствии с пунктом 2, где 
т” = 2т, 1 <1< 2т. 


Связь числа, нулей этих матриц следующая: 


Мти (А) + Мтв(А) -- М» п(А, А), 


Мтп (1) + Мти(Т) = Мт-в(1,1). (1.8) 
Согласно (1.4) и (1.7) 





2с* (т, п, А) = Мт-п(А, А) = Мт»в (1,1), (1.9) 


где с*(т,п,А) рассчитано только по строкам 1 > 1, & 2 т + 1, так как для строк 
+ = 1, 1 = т + 1 объединенные матрицы суммарно содержат одинаковое количество 
(п) нулей и в разности (1.9) уничтожают друг друга. 

Пусть символ Мтв(^) обозначает количество всех нулей К столбцов данной мал- 
рицы. 


Теорема 1.7 Для любого напиурального п, = [ов А], 


аа я ых 


где Поэ› п] обозначает, целую часть от, 1052 п. 


Доказательство. Допустим Л = п +1, Ё2 есть количество тех столбцов матрицы 
Мт,»(^), каждый из которых в строках # > 1 содержит минимум один нуль. Ясно, 
что К2 равно и количеству таких же столбцов матрицы Мт,п(А) (см. Определение 1.4). 
Аналогично, количество таких же столбцов для матриц Мт»(1) и Мтп(Т) обо- 
значим К1. Тогда, как следствие из (1.9), можем написать 
М. „(^, Л) — М\, „(1 Т) = 2с(т, п, А) + [08 п] +1 (1.10) 
тп — А тя, 1) = 2С\Т, П, + [1052] + 1 -— @а1 - а2, . 
где а1 - количество тех столбцов матрицы Мт„»(^), каждый из которых содержит 
только один нуль, и этот нуль в строке 1 = 1, а2 есть количество пустых столбцов 
этой же матрицы. Так как среди чисел п + 1, п+2,..., 2п обязательно есть только 
одно число вида 2”, где и — целое число, следовательно а1 = 1. Имеем 


0 < а2 =л(2п) —л(п), 


так как если столбец матрицы Мт„»(А) по отношению строк # > 1 пустой, то ему 
соответствующее число простое. В матрице М»»(1) только один пустой столбец (ему 
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соответствующее число единица) и [1055 п] столбцов, каждый из которых содержит 
только один нуль и этот нуль в строке # = 1, их соответствующие числа следующие: 
2,4,8,...,2“, где 2" < п. 

С другой стороны, равенство (1.10) можно написать в виде 


М. „(^№) — Мы. (1,1) = 2с(тьп, А) + № — №, (1.11) 


так как Ми» „(Л Л) равно количеству всех нулей К столбцов данной матрицы. 

Допустим А > А: (в противном случае доказательство теоремы очевидно) и оце- 
ним К2 — А1. Каждая из матриц Мт» в (Л, А) и Ми. п(1, 1) в строках 1 =1иё=т-+1 
суммарно имеет всего % нулей и №1 = п - [1052 п] — 1. Тогда, 


Мн, „(^, Л) — Мм, (1,1) < 2с(т, п, А) + ао — а. (1.12) 


К такому же выводу приходим, используя Теорему 1.4, так как матрицы Мтп(А, А) 
и Миь(1, Т) тоже подобные. 
Из равенства (1.10) и неравенства (1.12), учитывая четность числа [1055 п] следует 


[и 


Но так как аз = п(2%) — л(п), получаем 


о я и. 


Теорема 1.7 доказана. 


Замечание. С помощью различных методов по данному вопросу получены сильные 
результаты (см. [4|). Но наша цель применить метод матриц остатков для нерешенных 
задач. Что касается оценки разности (1.3) с двух сторон, то наш метод дает более 
сильные результаты чем существующие. 


Теорема 1.8 Для любого целого х > 0 
2 2 1 
п(х“ + х) — л(т“) > Е 1052 у — и(т). 


Доказательство. Рассмотрим матрицы М» в(Л, А) и Ми» п(1,Т), где 
п: И =. ВЕ), АЕ. Ш Ы, 


Допустим, аналогично теореме 1.4, что Кл показывает количество столбцов матрицы 
Мт»‚п(Л, А), содержащих минимум два нуля в строках # > 1,1 = т-1, а Аз - количество 
таких же столбцов матрицы Ми*п(1, 1). 

Можем написать 


Ме. (Л, №) — Ми. „(ЬТ) = 2е(тьп, А) + [оз] +1 -аз- 0, = (1.13) 


где [1052 1] + 1 есть количество тех столбцов матрицы М: в(1, 1) каждый из которых 
содержит только один нуль и этот нуль в строке 1 = 1 или в строке 1 = т -+ Ти эти 
столбцы не являются общими с матрицей Мт»^в(^, А), т.е. соответствуют числам из 
промежутка 1,2,..., т. 


20 Э. Мкртумян - Матричная математика, 





Заметим, что аз + ал есть количество тех столбцов матрицы Ми» (Л, А), которые 
не являются общими с матрицей Ми.» в(1, Т) и содержат только по одному нулю и этот 
нуль в строке 1 = 1 или в строке 1 = т - 1. Нетрудно убедиться, что аз < 1, так как 
среди чисел 12 + 1, 12 +2,..., 12 + х только одно число может быть вида 2", и — целое 
число (как например, при (\/7)? и (7)? + УТ), а также 


од = п(12 +1) -п(1^), 


так как в матрице Мт»(Л) эти столбцы пустые (составное число № содержит про- 
стой множитель < УМ), следовательно эти столбцы должны соответсвовать простым 
числам. 

Заметим, что в матрицах есть и другие столбцы содержащие по одному нулю, но 
они уничтожаются в разности (1.13), так как они являются общими для обеих матриц. 

Отметим, что столбцы под номерами 1 + 1,5 -+2,...,1? для обеих матриц общие 
и в разности (1.13) уничтожаются, а сопоставляются матрицы Ми» г (22 + 1,22 +1) и 
Мт»,5(1, 1), где т’ = 2т, т = п(п) 

Аналогично теореме 1.7, учитывая что для целых х, среди чисел 1,2,..., 1? имеет- 
и(х), при 21 х 


ся 2055 1] чисел вида 27 < 22, получаем с(т, п, А)=с* (т, п, А) = | рае 


и 


д —з 1055 ий 


мн. „(Л — М», „(,Т) < 26" (пьп,^) + 





| + и(т). (1.14) 
Вычитая (1.14) из (1.13), получим 


1 
ад > р 1052 у —ь(=), п=а?. 


Следовательно, 


п(12 +1) —п(х2) > Е 1055 у — и(1). 


Таким образом теорема 1.8 доказана. 
Отметим, что знак равенства в (1.14) имеет место только при #(5) = и(х-+ 1) =1. 


Следствие 1.2 Среди любых 2п, последовательных чисел из совокупности целых: чи- 
сел т+1, п-+2,..., (п-+ 1)? имеются самое меньшее В 1082 п] — (№) простых чисел. 


Доказательство следствия 1.2 тривиально следует из теорем 1.4, 1.7 и 1.8. 
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Глава 2 


Об оценке количеств простых чисел в 
определенных промежутках 


Настоящая статья посвящена исследованию некоторых задач распределения простых 
чисел. Исследование проводится методом матриц остатков, который разработан авто- 
ром. 

Обозначим через л(п) количество простых чисел, не превосхадящих целое число 
п. Об оценке разности 


п(2п) — п(п), (2.1) 
известно, что [1] р 
п(2п) — п(п) > ее п> 21. (2.2) 


Пруст получил наилучшую (из существующих) оценку разности (2.1) снизу: 


3 
п(2п) — п(п) > 5П(п), п > 40. (2.3) 
Оценку разности (2.1) сверху получил Ландау [2]: 
п(2%) —- п(п) < л(п). (2.4) 


В настоящей статье с помощью метода матриц остатков [3] улучшены эти оценки. 


2.1 Сопряженные матрицы остатков 


Определение 2.1 Две матрицы Мш»(Л) и Мт»(Л) называются сопряженными, 
если они отличаются распределением нулей только в одной строке. 


В частности, можем рассматривать такие сопряженные матрицы, которые отли- 


чаются распределением нулей только в первой строке. Например, Мии(Л) и Ми (А) 
будут сопряженными матрицами по первой строке, если 


л= [|] В+» ИЕ 
=2 


Количество нулевых элементов сопряженной матрицы М»»(А) обозначим через Мт,п(Л). 


Определение 2.2 Столбиы сопряженных по первой строке матриц которые зани- 
мают, одни и те же места в матрицах, называем двойчиками. Распределение нулей 
в этих столбцах, кроме первой строки, одинаковые. 
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Определение 2.3 Столбец называется соответствующим числу Ау, если элемен- 
ты этого столбца а; образовались при делении данного числа Лу на простое число 
Р; и наоборот. 


Теорема 2.1 Пустой (не содержащий ни одного нуля) столбец матрицы, соответ- 
ствует, столбиу сопряженной матрицы, каторый содержит только один нуль, и 
этот, нуль находится в строке 1 = 1, и обратио. 


Доказательство очевидно. 


Теорема 2.2 Количество столбцов сопряженных (только по первой строке) мат- 
рии, каждый из которых содерэюит минимум один нуль в строках 1 > 1, равны 
между собой. 


Доказательство. Если матрица содержит хоть один нуль в строке # > 1, и в столбце 
1, то и сопряженная матрица тоже в этой строке и в том же столбце содержит тот же 
самый нуль. 


2.2 Применение матриц остатков 


Рассмотрим матрицы Мт»(1), Мти(Т) и Мш»(^), Мть(^), которые попарно сопря- 
жены по первой строке. Согласно пункту 2.2 можем обозначить 





с (т, п, А) = Мти(А) —- Мть(1. (2.5) 


Пусть А=п+ 1, 1<л = [052 |, т=л(п). 

Составим объединенные матрицы, столбцы которых являются механическим при- 
соединением столбцов-двойников сопряженных матриц. Таким образом, получим но- 
вые матрицы, их обозначим Ми» п(А, А) и Ми» п(1,Т) в соответствии с пунктом 2.2, 
где я” = 2т, 1 <1< 2т. 

Связь числа нулей этих матриц следующая: 


Мтв (А) + Мт»(А) = Мтяв(А, А), 
Мтю(1) + Мт»(Т) = Мт»в(Ь 1). (2.6) 


или 





2с* (т, п, А) = Мт»п(А, А) = Мт-в(1, 1), (2.7) 


где с*(т,п,А) рассчитано только по строкам 1 > 1, & 2 т + 1, так как для строк 
+ = 1, 1 = т + 1 объединенные матрицы суммарно содержат одинаковое количество 
(п) нулей и в разности (2.7) уничтожают друг друга. 


Пусть символ М," (^) обозначает количество всех нулей Ё столбцов данной мат- 
рицы. Допустим Л = п-+1, Ё2 есть количество тех столбцов матрицы Мт»(Л), каждый 
из которых в строках $ > 1 содержит минимум один нуль. Ясно, что Ко равно и коли- 
честву таких же столбцов матрицы Млп(Л) (см. теорему 1.4). 

Аналогично, количество таких же столбцов для матриц Мшпи(1) и Мии(Т) обо- 


значим А1. Тогда как следствие из (2.7) можем написать 


М». (А, Л) — Мы. и (1,1) = 26* (т, п, А) + [ово п] +1 -— 1 — @5, (2.8) 


т п 


где а1 - количество тех столбцов матрицы Мть(Л), каждый из которых содержит 
только один нуль, @2 есть количество пустых столбцов этой же матрицы. Так как 
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среди чисел п +1, п+2,..., 2п обязательно есть только одно число вида 2", где и — 
целое число, следовательно а = 1. Имеем 


0 < а2 =л(2п) —л(п), 


так как если столбец матрицы М»и»(Л) по отношению строк & > 1 пустой, то ему 
соответствующее число простое. В матрице М»„»(1) только один пустой столбец (ему 
соответствующее число единица) и [1055 п] столбцов, каждый из которых содержит 
только один нуль и этот нуль в строке # = 1, их соответствующие числа следующие: 
2,4,8,..., 27, где 27 < п. 

С другой стороны равенство (2.8) можно написать в виде 


М. „(^Л) — Мы, (1,1) = 26*(т,п, А) + № — №, (2.9) 


А 5 
так как М„„»- „(А, А) равно количеству всех нулей К столбцов данной матрицы (в том 
) 
числе и нули в строках & =1, ® =т- 1). 


Теорема 2.3 Для любого целого 1 < п = [ово А|, т = л(п) 
1 
п(2т) — п(п) > и) + [бов "] —1. 


Доказательство. Равенство (2.9) показывает, что если из матриц выбрать #1 и К2 
столбцов, то 





М", „(А - МЫ. „(1) < 
«ель + (= "0-1 [5ювон] } -@- 6-9. = 10) 


Это следует из того, что в матрице М»» п(1, 1) столбцы соответствующие числам 1 и 
[05 п] имеют только но одному нулю, а в матрице Ми» (Л, А) таких столбцов ровно 
п(2п) —-л(п)-+1. Остальные столбцы имеют минимум два нуля. Сопоставление матриц 
по максимальной выборке дает (2.10) Вычитая (2.10) из (2.8), получим 


а = п(2т) —л(п) > и) + [ов "| — 1. 


Таким образом теорема 2.3 доказана. 


2.3 Сопряженные матрицы остатков по второй строке и 
их применения 


Определение 2.4 Матрицы Мт„(Л), Мт,ь(А) ч Мти (А) называются сопряженны- 
ми по второй строке, если они отличаются распределением, нулей только по второй 
строке. 


Например, Ми»(1), Ми»(Т) и Ми») будут сопряженными матрицами по второй 


ый 


строке, если 


= 1+2] №, т =л(п), 
—3 
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т 
Т=1+4 П Р.. 
3—3 
Употребляя обозначения аналогичные, как в случае сопряженных матриц по первой 
строке, для объединенных матриц сопряженных по второй строке, получим 


Мт» п (Л) — Мт»т(Т) = 3с* (т, п, А), (2.11) 





где 





Ми (А) = Мив(А) + Мил) + Мп). 


Здесь т” = 3Зт, а с*(т, п, А) рассчитано только по строкам # = 2. 


Теорема 2.4 Для любого натурального т 


3 
п(2п) — п(п) > 5 (п(п) + [юз] - 1), 
где [1053 п] обозначает, целую часть от 1055 т. 


Доказательство. Пусть А = п-+Ти К! есть количество тех столбцов матрицы 
Мт,п(1), которые по отношению # = 2 строк не пусты. Следовательно, 


К =п- [053 п] — 1. 


Пусть А2 — количество тех столбцов матрицы Мт»(Л), которые не пусты, и по отно- 
шению всех строк кроме первой содержат хоть один нуль. Следовательно, 





2 
2 <п- (то —1- за) ‚ а=л(2п) — п(п). 
Тогда из (2.11) следует 
Ми». „(А) — Мьь, „(1 = 3с* (тт, А) + [053 п] +1-—а. (2.12) 


Из определения объединенных матриц, сопряженных по второй строке, нетрудно 
получить 








Из (2.12) вычитая (2.13), получим 


а = п(2п) — п(п) > = (п(п) + [083 п] — 1). 


©д[ © 


Таким образом теорема 2.4 доказана. 
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Глава 3 


О некоторых проблемах простых чисел 


3.1 Введение 


а) Гипотеза Лежандра была сформулирована Эдмундом Ландау на Международном 
Математическом конгрессе в 1912 году и звучит так (|2|): верно ли, что для любого 
натурального п, в промежутке от п? до (п-+ 1)? лежит хотя бы одно простое число? 

Согласно сталъе |2], по состоянию на 2009 год гипотеза, Лежандра, все еще не до- 
казана. Нов [2| из следствия Теоремы 1.8 фактически вытекает, что 


л(®-+1)?) — п(п?) > ово п] —1, (341) 


где п(п) — количество простых чисел, не превосхадящих целое число п, 1055 п" озна- 
чает целую часть. 
В этой главе доказывается более сильное утверждение 


п((п-+ 1)2) — л(п2) > п(2п) — (п) + (п) — 1. (3.2) 


Неравенство (3.2) сильнее, чем (3.1) при больших п. 
Ь) Представляет интерес и оценка верхней границы. В настоящей статье доказы- 
вается, что 
(п) 


п(®+1)2) — п(п?) < > а. 
с) Принято, что если х,у > 2 - натуральные числа, то 


п(2) + л(у) > п(т- У). (3.3) 


Это неравенство было известно древним китайцам, хотя оно ждет пока своего строгого 
доказательства. В [2] указано, что неравенство (3.3) верно при х = у. В настоящей 
статье решается эта, задача полностью. 


3.2 Теоремы 
Теорема 3.1 Для любого натурального т, 
п((2 +1?) — п(2?) > [ювьа] — 1. 


Доказательство. Составим объединенные матрицы остатков, столбцы которых яв- 
ляются механическим присоединением столбцов-двойников сопряженных матриц. Та- 
ким образом, получим новые матрицы, их обозначим Ми» п(Л, А) и Мт» (1,1), где 
п = 42, п" = п(22), Л=Х+1. 
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Имеем (см. [2]) 


Мл. (А) —- Ми. (ЬТ) = 2с* (тт, Х) + [ювз т] +10 (3.4) 


а=л(х + 1)? — л(22), 
где К! - количество тех столбцов матрицы М» п(1, Т), каждый из которых содержит 
минимум 2 нуля в строках 1 = 111 = т+11= т-+2, а К - количество таких же 
столбцов матрицы Ми- (Л, А). Нетрудно получить, что 


М (лем...) < бл) +2. (3.5) 


—_— К ИЕ е 
Заметим, что символ М»„-(А,А) показывает количество всех нулей К столбцов, а 
) 


столбцы, соответствующие числам 25+1,2%-+2,..., 52 общие и в разности уничтожа- 


ются. Поэтому сопоставление матриц Ми» в(1, Т) и Мт» в(^, А), где т = п(п), п = 22, 





приводит к сопоставлению матриц Ми» 2+ (1, 1) и Ми*.2. (22 +1, 22 + 1), где т” = п(п). 
Вычитая (3.5) из (3.4) получим 


а > [0521] — 1. 


Заметим, что а есть количество простых чисел между (т + 1)? и 12, что и доказывает 


'Теорему 3.1. 
Теорема 3.2 Для любого натурального х, 
п((х + 1)2) — п(22) > п(21) — л(х) + к(х) — 1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу остатков, у которой исключены строки Ру, 
1 < ВБ. < 21 (такую матрицу называем суженной). Тогда в суженной матрице Миш(1), 
где п = 22, т = л(22) — л(21) + л(х), появляются пустые столбцы, номера которых 
соответствуют числам Ру, А= 2% +1. 

Рассмотрим также сопряженную суженную матрицу остатков по второй строке. 
Из результатов Главы 2 имеем 





Ма. (А) — М». (1) = 3" (т, п, А) + л(2п) — л(п) + [юз п] +1-а. (3.6) 
где Кд есть количество тех столбцов матрицы М»т»(Л), каждый из которых содержит 
нули в строках 1 = К, разность с* (т, п, А) не считается по строкам # 72 2, 1 72 К. Анало- 
гично, количество таких же столбцов для матрицы М»тп(Т) обозначим Кз. Здесь тоже 
столбцы соответствующие числам 2х + 1,25 +2,..., т? общие и в разности уничтожа- 
ются. Так как левая часть (3.6) из себя представляет разность, то сужение матриц не 
влияет на количество простых чисел между 2? и (2 + 1)?), откуда и следует (3.6). 

Из теории матриц остатков известно, что 








М. «(0 А) = Мн. (1, 1) < 3с’(т, п, А) О (п) +2 + [023 п], (3.7) 


где п = 12, т = п(22) — л(2х) + л(2). Вычитая (3.7) из (3.6), получим 





а > п(2т) —п(т) + и(т) — 1. 
Но так как а = л((х + 1)2) — л(22), следовательно 
п((х + 1)2) — п(22) > п(2х) — л(2) + к(х) — 1. 


Теорема 3.2 доказана. 
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Теорема 3.3 Для любого натурального т, 


2 2 п(2) 
Доказательство. Рассмотрим сопряженные по первой строке матрицы остатков, для 
которых известно, что 


Мит-п (Л, А) — Мт- (1,1) = 2 (т, п, А), 


где п = 22, п” =л(22), Л = (1+ 1). Отсюда нетрудно получить 


м м“, 


=(№А) - (1 =2е(т,п, А) 1-е, (3.8) 


где 42 есть количество тех столбцов матрицы М»т,п(Л), каждый из которых содержит 
нули в строках 1 <&< т ‚ 41 - количество таких же столбцов для матрицы Мт,п(1). 
Таким образом, 41 = 22 = = (1+1)? иа = л((х + 1)?) - л(22). Отсюда следует 
неравенство 

м. 1 


“пв(№А)-— йе (нА 5п(=). (3.9) 
Вычитая (3.9) из ев, получим 
а=т((1 + 1)?) — л(12) < | +1. 
Теорема 3.3 доказана. 
Теорема 3.4 Если т, у > 2 - натуральные числа, то 
п(х) +л(у) > л(х + У). (3.10) 


Доказательство. Не умаляя общности, можно принять, что у > т, так как при х = у 
теорема доказана в [2]. Рассмотрим сопряженные по первой строке матрицы остатков, 
для которых известно, что 


Ми» в(А, А) — Ми в (1, Т) = 2" (т, п, А). 
Допустим п = 9, Л=х+1, т=л(у). Тогда 
М". „(Л, Л) — Мы. „(ЬТ) = 2" (т, п, А) + [0822] +1-а, (3.11) 


где 1, К — количество тех столбцов, которые имеют нули в строках 1 = 1, #52 т + 1. 
Так как эти матрицы имеют общие столбцы, и нули этих общих столбцов при вычи- 
тании уничтожаются, и исчезают столбцы, соответствующие числам у — т, следова- 
тельно, а = л(х + у) —л(у) 


м". 


о Е о бов О (3.12) 


Вычитая (3.12) из (3.11), получим 
1 
а=л(т + у) —т(у) < т(т) — Е 1052 у +1. 


Следовательно, 
1 
пт > леч) + | 5®вьз) 1. 


Теорема 3.4 доказана. 
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Глава 4 


О простых и взаимнопростых числах в 
специальных промежутках, [ 


В статье иследуются последовательности натуральных чисел, содержащие числа, вза- 
имно простые со всеми числами меньшими заданного числа, зависящего от длины 
последовательности. Исследование проводится методом матриц остатков. 


4.1 Введение 


Обозначим через п(п) количество простых чисел, не превосхадящих целое число п. В 
настоящей статье доказано неравенство 


п(п) < л(3т) — п(п) < л(п) + [055 п] +1, (4.1) 


и теорема о том, что среди любых последовательных бп натуральных чисел есть хотя 
бы одно число, которое взаимно простое со всеми числами меньшими или равными п. 

Этот вопрос интересовал многих математиков и в дальнейшем стал и проблема- 
тичным. Самые интересные работы по этой проблематике у Ранкина. Отметим, что 
и Ранкину не удалось [1] решить эту задачу [2], [3], потому что с помощью суще- 
ствующей математики невозможно решить не только вопросы простых чисел, но и 
взаимопростых чисел в общем виде. 


4.2 Сопряженные матрицы остатков 


Определение 4.1 Две матрицы Мш»(Л) и Мт»(Л) называются сопряженными, 
если, они, отличаются, распределением нулей только в одной строке. 


В частности, можем рассматривать такие сопряженные матрицы, которые отличаются 
распределением нулей только в первой строке. 


Теорема 4.1 Матрицы остатков Мти(Л) и Мти(Л) будут сопряженными матри- 
цами по первой строке, если 


А = Пе А т=л(п). (4.2) 
8—2 


Доказательство. Из определения матрицы остатков следует, что в $—той строке эле- 
менты повторяются с периодом Р;. Отсюда следует, что #—тые строки матриц Мтип(А) 
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и М»(Л) совпадают тогда и только тогда, когда разность ^— А кратна простому чис- 
лу Р;. Следовательно матрицы Ми»(Л) и Мш(А) совпадают тогда и только тогда, 
когда разность А — А кратна произведению простых чисел |], Р;. Так как число 
П.В; всегда нечетное, то числа Л и Л имеют разную четность. Следовательно, для 
чисел Л и Л связанных соотношением (4.2) все строки (кроме первой) матриц Мип(Л) 


и Мт(Л) совпадают, т.е. они сопряжены по первой строке. Теорема, доказана. 
Например, для А = 1, п = 8, т =л(8) = 4 матрица М4.(1) имеет вид 








РАВ: 556 9 
а 
Ма) =| № быт 
В ор ре 8 
т) У т О 


Для Л = 1 имеем А =3.5.7+1 = 106. Сопряженная матрица М4 (106) имеет вид 


РА; 106 ОТ 108.109 10. МГ. 11203 
2 0 1 0 1 0 1 0 1 


Млз(106) = | 3 ро м Фо 
5 р дк ей: 90 О С: 3 
й сто. №: 5@. 5. об: 2” Я 


Как видим, все строки (кроме первой) матриц М4 з(1) и М4 (106) совпадают. 


Количество нулевых элементов сопряженной матрицы Мт»(Л) обозначим через 


Ино 


Определение 4.2 Столбец называется соответствующим числу Ау, если элемен- 
пи этого столбца а; образовались при делении данного числа А; на простое число 
Р; и наоборот. 


Теорема 4.2 Пустой (не содержащий ни одного нуля) столбец матрицы остатков 
соответствует числу Лу, являющемуся взаимнопростым по отношению ко всем 
числам. < п, и соответствует столбцу сопряженной матрицы, который содержит, 
только один нуль, и этот нуль находится в строке 1 = 1, ц обратно. 


Доказательство очевидно, см. пример. В нашем примере матрицы Лл (106) второй, 
четвертый и восьмой столбец соответствуют простым числам 107, 109, 113. В примере 
же матрицы /Лл4.8(1) второй, четвертый и восьмой столбец содержат только один нуль, 
и этот нуль находится в строке $ = 1. 


Теорема 4.3 Количества столбцов сопряженных (только по первой строке) мат- 
рии, каждый из которых содерэюкит минимум один нуль в строках 1 > 1, равны 
между собой. 


Доказательство. Если матрица, содержит хоть один нуль в строке # > 1, и в столбце 
1, то и сопряженная матрица тоже в этой строке и в том же столбце содержит тот же 
самый нуль. 


4.3 Матрицы остатков с шагом 2 


Определение 4.3 Матрицей остатков с шагом № называем матрицу, у которой 


АА ША 
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Обозначаем ее через № „(В Л). 

Ниже будем рассматривать матрицы остатков М»(2|А) с шагом 2. Они содержат 
т = п(п) строк и п столбпов. При этом элемент а; матрицы М№„п(2|^) равен остатку 
от деления числа Л; = л+21 -— 2 на Р;, Р; - -тое простое число. Если число АЛ четное, 
то матрицу остатков Мт»(2|А) называем четной. Отметим, что как и для обычной 
матрицы остатков Мтип(А), у четной матрицы остатков М№„»(2|А) первый столбец 
соответствует числу А! = А. Например, при п = 8, т = л(8) = 4, Л = 2 матрица 
№„„п(2]А) имеет вид 

















Р\.\ 24681012 м 16 

2 "00010; 05 6.20 |] 
№09 =| 8 этот 
5 2413024 1 

7 24623650 2 

а при п = 8, т =л(8) = 4, Л = 0 матрица №„(2|^) имеет вид 

Р\\ 0246810 12 м 

2 000000 0 о 

о а о тя 
| 5 0241302 | 

7 0246235 0 


Все свойства, и обозначения матриц остатков можно распространить и на четные мат- 
рицы остатков, только надо учесть, что первая строка (Р;! = 2) содержит лишь нули. 
Следовательно, 


М тп (2]0) — №Мт®(2|2) = п(п) — и(2п), т=л(п), (4.3) 


где Мт»(2|А) - количество нулевых элементов (нулей) матрицы М№тп(2|^), (2) — 
количество различных простых делителей числа 2%. 
Обозначим 


С(т,п, А) = Мтв(2|А) — Мт(2]2). (4.4) 


Заметим, что С (т, п, А) зависит только от строк # > 1, так как первые строки этих 
матриц содержат одинаковое количество (1) нулей и в разности (4.4) они уничтожа- 
ются. Следовательно, 

090<С(т, п, Л) < л(п) — 1. 


Определение 4.4 Матрицу остатков №тп(2|Л) с шагом 2 называем четной, если 
число Л (а значит и все числа А; = ^+ 21) являются четным. 


Определение 4.5 Матрицу остатков №Мти(21 А) с шагом 8 называем нечетной, 
если число А (а значит, и все числа АХ; = ^+ 21) являются нечетными 


Отметим, что у нечетной матрицы остатков первый столбец соответствует числу 
А! = А, а первая строка состоит из п единиц. 
Например, при п = 8, т = л(8) =4, А = 1 матрица №»(211) имеет вид 











РА: 5 ИФ Ш 
2 ааа ть 
о о я С 
5 оо з 0 
№. и 
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4.4 Применение матриц остатков с шагом 2 
Теорема 4.4 Для любого целого п > 0 
п(п) < л(3п) —- п(п) < л(п) + [055 п] + 1. (4.5) 


Доказательство. Рассмотрим нечетное число Л связаное с п соотношением 


п-+1, если п четное, 
Х = (4.6) 
7, если п, нечетное. 
Отметим, что числа А; четной матрицы №„п(2|2) состоят из чисел 2,4,6,...,2п, ау 


нечетной матрицы №ип(21 Л) состоят из п нечетных чисел начиная с А. Рассмотрим 
четное число 


л= В+» (4.7) 
1=2 


где т = п(п). Если выполнено (4.7), то четная матрица №„.»(2|Л), будет сопряжена с 
нечетной матрицей №„(21 Л). Имеем (см. (4.4)) 





(т, п, А) = МОЛ) — Ми» (012). 


Назовем пустым столбец, не содержащий нулей в строках # > 1. Пусть К есть коли- 
чество тех столбцов четной матрицы №„п(2|^), каждый из которых в строках 1 > 1 
содержит минимум один нуль, а а есть количество пустых столбцов нечетной матрицы 
ЛМ (21 Л). Нетрудно заметить, что а = п -— К, и 





№, (2) — №т (212) = @(т,п, А) — а, (4.8) 


НЕЕ —: Е Е 
где М„ „(2|^) есть количество всех нулей (включая и нули первой строки) К столбцов 
$ 
четной матрицы М№ип(2|^). 
Так как пустому столбцу соответствует число Л;, являющееся взаимнопростым по 
отношению ко всем числам < п, то имеем 


а = п(3п) — л(п). (4.9) 


В матрице №, »(2|2) есть пустые столбцы, их количество равно [1055 п] +1. Кроме того 
матрица №„»(2|2) имеет больше столбцов, содержащих толко один нуль в строках 
{> 1, чем матрица М.»(2|^Л). Следовательно, учитывая (4.9), получим 


С (т, п, А) — (п) — [ют -1< 





№, в(2[^) — М» (212) < @(т,п, Л) — л(п). (4.10) 
Из (4.10) и (4.8) получим 
п(п) < л(3п) —л(п) < п(п) + [055т] + 1. 
Теорема 4.4 доказана. 


Теорема 4.5 Для любого целого х > 0 среди любых последовательных 6х налтиу- 


ральных чисел есть хотя бы одно число, которое взаимно простое со всеми числами 
< т. 
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Доказательство. Допустим заданы 31 последовательных натуральных четных чи- 
сел. Составим матрицу Мтп(2|^), где Л > 6х — произвольное четное число, т = л(х), 
п = 3х. Составим матрицу Мт»п(2|2) состоящую из чисел 2,4,6,...,6%. Сопоставим 
эти матрицы по количеству содержащихся нулей, т.е. рассмотрим следующие соотно- 
шения 


Мт,в(2|А) =. Мтп (212) == С(т, п, А), (4.11) 


ИЛИ 
Мн, и (21^) — Ми. (212) = С(тьп, А) — а, (4.12) 


где К есть количество тех столбцов матрицы №М»(2|Л), каждый из которых в строках 
1 > 1 содержит минимум один нуль (первая строка не фигурирует, так как она состоит 
только из нулей), а есть количество тех столбцов матрицы М№„»(2|Л), каждый из 
которых содержит только один нуль и этот нуль в строке # = 1. 
—К | > 
Отметим, что №, „(2|^А) есть количество всех нулей (включая и нули первой стро- 
) 

ки) К столбцов матрицы Мип(2|^). Если даже число х содержит только простой де- 
литель 3 (про 2 уже не говорим, так как Л — четное число), то все равно строка, # = 2, 
Р› = 3 не влияет на разность нулей в матрицах, т.е. не влияет на С'(т, п, Л). Так как 


О<С(т, п, Л) < л(х) — 1, (4.13) 


иЦе) получаем 
№», (21) — №212) < @(т,п, А) — 1. (4.14) 


Из (4.12) и (4.14) получим а > 1. Но по определению а есть количество чисел, начиная 
с А, каждый из которых не содержит ни одного простого нечетного множителя < х. 
Следовательно, среди любых последовательных 35 четных чисел есть хотя бы одно 
число, которое не содержит ни одного простого нечетного делителя < т. 

На языке сопряженных матриц это означает, что среди любых последовательных 
3% натуральных нечетных чисел есть хотя бы одно число, которое взаимно простое 
со всеми числами < т. Но Зх нечетных числа соседствуют с 3х четными числами. 
Следовательно, среди любых последовательных 615 натуральных чисел есть хотя бы 
одно число, которое взаимно простое со всеми числами < х. Таким образом теорема 4.5 
доказана. 

Примечание. При увеличении (5) усиливается неравенство (4.14), а значит и уси- 
ливается Теорема 4.5. 
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Глава 5 


О простых и взаимнопростых числах в 
специальных промежутках, П 


В статье исследуются последовательности натуральных чисел, содержащие числа, 
взаимно простые со всеми числами меньшими заданного числа, зависящего от длины 
последовательности. С помощью матриц остатков получена оценка, верхней границы 


функции р*(т). 


5.1 Введение 
В статье [1| функция р*(5) определена следующим образом: 


р" (2) = шах №(а,у), 
у 


где №(т, у) - количество натуральных чисел в интервале (у, у + 5), которые взаимно 
просты со всеми числами меньшими или равными 5. В [1| получено неравенство 


и 
*(х) — п(т) > (052-=) 
р" (2) — п(2) > (105 пов» 
где л(х) обозначает количество простых чисел, не превосхадящих целое число х. Из 
этого неравенства следует 
Шт (р*(5) — п(5)) = +. 
т-—>?с< 


Отметим, что [1] - наилучшее исследование функции р*(1). Однако остается задача, 
оценки функции р*(х) сверху. Предложенная Э.Ландау оценка [2] 


р"(2) < 2п(2) 


является грубой при у >> т. В настоящей статье с помощью теории матриц остатков 
получена оценка, верхней границы функции р*(1), а именно 


р*(х) < л(п) - 3([0#2п] +1), где п = 12%, у= ИхА>2. 


Дадим, более доступное определение: функция р*(т) показывает максимальное коли- 
чество натуральных чисел из последовательных чисел А, А+Т,..., А+т-у, каждое 
из которых взаимно простое со всеми простыми числами меньшими, или. равными 
т. 

Ясно, что у >> х, поэтому фактически нужно найти зависимость у = ] (1). Разу- 
меется, на числовой оси интервалов, соответствующих определению функции р*(т), 
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имеется бесчисленное множество, так как сопряженных матриц остатков по первой 
строке при Л = 2*, е > 1 имеется бесчисленное множество [3]. Следовательно, задача, 
нахождения функции р*(х) содержит и задачу нахождения самого малого натураль- 
ного числа А, с которого начинается такой интервал. 


5.2 Матрицы остатков 
Рассмотрим следующую матрицу, которую называем матрицей остатков [3]: 


ил `` @1п 


) 


@т,1 ‘``’  @тл 


где а,,; - остаток от деления числа А; = ^+ 7—1 на Рь, Р; — 1-тое простое число, Л > 0 
— целое число, п > 2 — натуральное число, т = л(п) - количество простых чисел, не 
превосходящих п, 1< 1 < п, 1<1<т. 

Имеют место следующие теоремы. 





Теорема 5.1 Для любого натурального п, 
Мт(0) — Ми (1) = п(п) — и(п), 


где Мт»(^) - количество нулевых элементов (нулей) матрицы Мтп(Л), (п) - ко- 
личество различных простыл делителей числа, т. 


Доказательство. Сопоставление матриц Мт»(0) и Мш»(1) показывает, что }-тый 
столбец матрицы Мт»(0) начиная со второго столбца, совпадает с 7 — 1-ым столбцом 
матрицы Мтп(1). Причем в матрице М»п(0) первый столбец отличается от всех 
столбцов матрицы Мт»(1), а последний столбец Ми.(1) отличается от всех столбцов 
матрицы Мил (0). 

Первый столбец матрицы М»„»(0) содержит л(п) нулей, а последний столбец мал- 
рицы Мтп(1) содержит и(п) нулей, следовательно, 


Мто(0) —- Мти(1) = п(п) — и(п). 


Теорема 5.2 Для любого целого А > 0 
МО Мн М 
где Мтп(Л,{) есть количество нулей 1-той строки матрицы Мти(Л). 
Доказательство. Нетрудно убедиться, что 
Мт.ь(^, 1) = Мтп(0,1), если Ла; = 0(тоа Р;), А^+п- В; = 0(тоа Р), 


В-1 В-1 
О<а: < 2’ 0<ы< 2’ 








Мт»ь(^, 1) = Мт»(1,1), если Ла, = 0(тоа Р;), А^+п- В; = 0(тоа Р), 


Ра Ра 
, Ь; > ы у 


8. > ; 
й 2 2 








Следов ательно, теорема доказана. 
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Следствие 5.1 


моем а Мы): 


Доказательство следует из равенств: 


Обозначая 


имеем 


= 
Е 

К 
= 


т(А) = п(п) — с(т,п, А) — и(п), (5.1) 


0 < с(т, п, ^) < л(п) — к(п). 


5.3 Сопряженные матрицы остатков 


Определение 5.1 Две матрицы Мт»(А) ч Мт»(А) называются сопряженными, 
если, они, отличаются распределением нулей только в одной строке. 


В частности, можем рассматривать такие сопряженные матрицы, которые отли- 


чаются распределением нулей только в первой строке. Например, Мии(А) и Мти(А) 
будут сопряженными матрицами по первой строке, если 


х= Пр+л ПРИ (5.2) 
8=2 





Например, для А = 1, п = 8, т =л(8) = 4 матрица Млз(1) имеет вид 





ВАА; 


мос 


) 


. 
2 
М =| 23 
5 
7 


ыыы ны > 
мо 
ьюною 


7 
1 
1 
2 
0 


фон 
жом н м 
© ное 


| 


Для А =1 имеем А =3.5.7+1 = 106. Сопряженная матрица, М4(106) имеет вид 





Р\Л; 106 107 108 109 110 11 112 т 
2 0 1 0 1 0 1 0 1 
3 

5 

7 


2 
3 
1 


Как видим, все строки (кроме первой) матриц Мл (1) и М4 (106) совпадают. 


1 2 0 1 2 
1 2 3 4 0 
1 2 3 4 5 


< = о 
о = 


М48(106) = | 


Количество нулевых элементов сопряженной матрицы Мт»(А) обозначим через 


Миа): 
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Определение 5.2 Столбец называется соответствующим числу Ау, если элемен- 
ты этого столбца а; образовались при делении данного числа Лу на простое число 
Р; и наоборот. 


Теорема 5.3 Пустой (не содержащий ни одного нуля) столбец матрицы  остат- 
ков соответствует, числу Ау, которое явлется взаимнопростым по отношению ко 
всем числам < п и столбиу сопряженной матрицы, который содерэюкит только один, 
нуль, и этот нуль натодится в строке 1 = 1, и обратно. 


Доказательство очевидно, см. пример. В нашем примере у матрицы М4 (106) вто- 
рой, четвертый и восьмой столбец соответствуют простым числам 107, 109, 113. В 
примере же матрицы //4з(1) второй, четвертый и восьмой столбец содержат только 
один нуль, и этот нуль находится в строке $ = 1. 


Теорема 5.4 Количества столбцов сопряженных (только по первой строке) мат- 
рии, каждый из которых содерэюит минимум один нуль в строках 1 > 1, равны 
между собой. 


Доказательство. Если матрица, содержит хоть один нуль в строке # > 1, и в столбце 
1, то и сопряженная матрица тоже в этой строке и в том же столбце содержит тот же 
самый нуль. 


5.4 Матрицы остатков с шагом 2 


Определение 5.3 Матрицей остатков с шагом № называем матрицу, у которой 


Ал=А+ (1-18. 


Обозначаем ее через №„„(Н^Л). 

Ниже будем рассматривать матрицы остатков Мт»(2|^) с шагом 2. Они содержат 
т = п (п) строк и п столбцов. При этом элемент а;,; матрицы №„(2|А) равен остатку 
от деления числа Л; = Л+ 21 -— 2 на Р;, Р; - 1-тое простое число. Если число А четное, 
то матрицу остатков №»»(2|А) называем четной. Отметим, что как и для обычной 
матрицы остатков Мти»(А), у четной матрицы остатков №»(2|А) первый столбец 
соответствует числу А! = А. Например, при п = 8, т = л(8) = 4, Л = 2 матрица, 
М (2|^) имеет вид 








ВАЛ 2416802 м6 
о 10100.00 00:50 
и и 
о а в 
|7 о4ваз во 2] 








а при п = 8, т = л(8) = 4, Л = 0 матрица №„»(2|^А) имеет вид 





Р\; 02468 10 12 14 
> вороор оо 
№(2]0) =| 3 О21о02то 2 
о 03-0. 2-4 
| Е 
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Все свойства, и обозначения матриц остатков можно распространить и на четные малт- 
рицы остатков, только надо учесть, что первая строка (Р; = 2) содержит лишь нули. 
Следовательно, 

№Мти (210) — №т(2|2) = п(п) — ип), (5.3) 


где Мт.»(2|Л) - количество нулевых элементов (нулей) матрицы Ми(2|Л), и(2п) — 
количество различных простых делителей числа 21. 
Обозначим 


@(т, п, Л) = Мть(21^) — Мтп(212). (5.4) 


Заметим, что для четных А функция С (т, п, А) зависит только от строк # > 1, так как 
первые строки этих матриц содержат одинаковое количество (1) нулей и в разности 
(5.4) они уничтожаются. 


Определение 5.4 Матрицу остатков №тп(21 Л) с шагом 8 называем нечетной, 
если число А является нечетным. 


Отметим, что у нечетной матрицы остатков первый столбец соответствует числу А1 = 
А, а первая строка, состоит из п единиц. 








Например, при п = 8, т = л(8) = 4, А = 1 матрица №и»(2|А) имеет вид 


В а 
ра, Не от 24 
Мю (211) = 3 О: 2 2 О 
бх 130. 9 ЗАЩ 20 
О о 


Для чисел А и Л связанных соотношением (5.2) все строки (кроме первой) матриц 
Ми (2|Л) и №т,п(2Т^А) совпадают, такие матрицы называем сопряженными матрицами 
по первой строке. 
ы — 
Так как число []/^.Р; всегда нечетное, то числа Л и Л имеют разную четность. 
Следовательно, матрица сопряженная к четной матрице будет нечетной и наоборот: 
матрица сопряженная к нечетной матрице будет четной. 


Лемма 5.1 Для нечетного Х и четного числа А = П.В +Лит=л(п) имеем 
С(т,п, А) = Мти(2 ТА) — Мти(21 А) = п. 


Доказательство. В первой строке четной матрицы МА) имеется 7% нулей, а в 
первой строке нечетной матрицы М№и.(21 Л) нет нулей (сплошные единицы). Так как 
эти матрицы сопряжены по первой строке, то остальные строки у них совпадают. 
Лемма доказана. 


Теорема 5.5 Если 2]1п, то имеет место 
п(п,) + 2([055 п] + 1) < л(12п) — л(бъ) < п(п) + 3([052т] + 1). 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Мю, 12. (1), где 21 п, т = п(п) и представим 
ее в виде 


Мтл12т(1) ЕЕ Мт,6ъ(1) БЕ Мт, 6» (6% ых 1) == М№т.6т (22) я М№т 6 (2 т 1). 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц в каждом из которых есть минимум 1 нулевой 
остаток в строках 1 <{<т=л(п). 
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1) В матрице Ми, 6» (1) количество незачеркнутых столбцов обозначая Ат получаем 
п (6%) — л(п) — 2[085 п] -1< № < л(бп) — л(п) — [юз п] — 1. (а) 


Потому что столбцы которые соответствуют числам 2Р», п < Р; < Зпи [055 3т] = 
1052 п] + 1 незачеркнуты, а количество зачеркнутых столбцов А1 = бт — А1. 


2) Количество незачеркнутых столбцов в матрице М», 6 (6п-1) обозначая 5 имеем 
п(6тъ,) + [1052 п] —-1< 2 < л(6п) + [052пт] + 2. (6) 


Потому что среди чисел бп-+1,б%-2,..., 12п есть только одно число вида 2", и 
числа вида 2".Р,, гдеп < Р; < 3п, бп < 2"Р, < 12п которые тоже не зачеркнуты, 
а количество зачеркнутых столбцов К2 = 6% — ^5. 


Так как М6 (бп + 1) - Мт.6п(1) = С(т, бп, 6п + 1) и следовательно 


——К2 


А 
М тб 


—_А* 
(бт Е 1) "— И нба - 


т,бт 


К 


(1) =а(т, бт, бъ + 1) = (бъ- 1) + Мте (1), 


——А 

где М», „(п) показывает количество нулевых остатков (в том числе нулевые остатки 
) 
—— - 

и строки #1 = 1) из выражения Мтиб»(бт + 1) —- Мтви(Т) и из неравенств (а) и (5) 
получим теорему 5.5. 

Такой же ответ получили бы если сталбцы матрицы Мт,6и(1) и Мт.6® (бт + 1) 
раставляли бы по максимальному количеству нулевых остатков так, чтобы с одной 
стороны распределились незачеркнутые столбцы, а потом зачерткнутые, и сопостав- 


ляли матрицы в таком расположении столбцов. 


Следствие 5.2 В матрице №, 6ъ(2|2), где 21 т, т = п(п), количество столбцов в 
каждом из которых есть только один нулевой остаток, и этот нулевой остаток 
в строке 1 = 1, не менее чем п(п) + 2([085 п] + 1) и не более чем п(п) + 3([085 п] +1). 


Доказательство следствия вытекает из доказательства теоремы, если рассмотреть 
матрицы № 6ъ(2|2) и №Мт,6»(211) с зачеркнутыми и незачеркнутыми столбцами, учи- 
тывая, что они имеют одинаковое количество столбцов. 


5.5 Основная теорема 


Напомним, что функция р*(х) показывает максимальное количество натуральных чи- 
сел среди последовательных чисел А, А+ 1,..., А+ х- у, которые взаимно просты со 
всеми простыми числами меньшими или равными х. 


Теорема 5.6 На числовой оси среди любых последовательных 12п, натуральных чи- 
сел есть не более чем 


п(п) + 3([052 п] + 1) 


чисел, каждое из которых взаимно простое со всеми простым числами, < 7%. 


Доказательство. Рассмотрим четные матрицы №т,6»(2|2) и №Мт.6в(2|^), где т = п(п) 
и А - четное число, А >> п. 

Отметим, что матрица М№т,6»(2|2) составлена из чисел 2,4,6,...,12п, а матрица, 
М№п.6п(2|Л) составлена из чисел Л, ^-+2,Л-+4,...,А-+ 12. — 2. 
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Сопоставим эти матрицы по количеству содержащихся нулей, т.е. рассмотрим сле- 
дующие соотношения, вытекающие из (4.2), 


М 6®(2[^) — Мт,ви (22) = С (т, бп, А), (5.5) 


или 

М». в (21) — Мн.» (212) = @(тьп, Х) — в (5.6) 
где К есть количество тех столбцов матрицы №», 6 п (2|^), каждый из которых в стро- 
ках $ > 1 содержит минимум один нуль (первая строка не фигурирует, так как она 
состоит только из нулей), а есть количество тех столбцов этой же матрицы, каждый 
из которых содержит только один нуль и этот нуль в строке 1 = 1. Следовательно, 


би = Ка 


Докажем неравенство 
= М№т,6®(2|2) >а(т, п, А) -п(п) — 3([05> п] + ТИ (5.7) 


где № т.6п (2|А) есть количество тех столбцов матрицы №6» (2|^), каждый из которых 
в строках 1 <1< т = п(п) содержит минимум один нуль. Предположим противное, 
т.е. 

№», в» (21А) — Ми (212) < С(т,п, А) — т(п) — 3(Повь п] + 1). (5.8) 
Так как матрица №» 6и(2|2), по следствию 5.1, содержит не более чем л(п )-+3 ([оз> п] -+ 
1) столбцов, каждый из которых содержит нули только в первой строке, и № м „(ЗА = 
М№т.6ъ (2|Л), из (5.8) получим 


мн (21) - № М№т, вп (2|2) < Ч (т, т, д 


Но это противоречит равенству (5.5). Неравенство (5.7) доказано. 
Из (5.6) и (5.7) получим 


а < п(п) + 3([085п] +1). (5.9) 


Вспомнив, что а есть количество тех столбцов матрицы №», 6 (2|^), каждый из кото- 
рых содержит только один нуль и этот нуль в строке # = 1, можем утверждать, что 
на числовой оси среди последовательных би четных натуральных чисел есть не более 
чем а чисел, каждое из которых не содержит ни одного простого нечетного делителя 
< п. 

Но так как бп последовательных четных числа составляют четную матрицу, и ей 
где-то на числовой оси соответствует нечетная матрица сопряженная по столбцам, 
которые имеют одинаковое количество, соответственно четных и нечетных столбцов, 
следовательно разность этих столбцов, каждый из которых содержит хотя бы один 
нуль в строках 1 < {< т, не более чем л(п) + 3([02> п] + 1). 

Таким образом, четная матрица М№т,6»(2|А) и нечетная №, 6и(Л= 1), где т = л(п), 
А > 2, авляются матрицами, сопряженными по столбцам, и разность их столбцов, 
каждый из которых содержит хотя бы один нуль в строках 1 < {< т, тоже не более 
чем 


п(п) + 3([055п] +1). 


Таким образом 
р" (12п) = р*(2) < т(п) + 3([085п] +1), п=12, у=ИШх, А>2. 


Теорема 5.6 доказана. 
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Глава 6 


Смежные матрицы остатков и метод решета 


В статье показано, что простые числа Мерсена (Мь) и простые числа Ферма (Ё») 
бесчисленны и указаны их места, на числовой оси. Исследование проводится методом 
матриц остатков, предложенного автором. 


6.1 Введение 


Числа вида Е, = 22?" + 1 называются числами Ферма, если они простые, то их обо- 
значаем Р». Если число вида 2" — 1 - простое, то оно называется простым числом 
Мерсена и обозначается М. 

Моя цель - показать, что простые числа Мерсена (М) и простые числа Ферма 
(Е›) бесчисленны и указать их места на числовой оси. 

Многие поколения математиков (и не только математиков) занимались пробле- 
мами простых чисел Мерсена и Ферма, но не смогли доказать их бесчисленность. 
У консервативных математиков, кто пренебрегает теорией матриц остатков, большие 
трудности возникают при нахождении очередного простого числа Мерсена или Ферма. 
Все эти трудности удается преодолеть с помощью развитой автором теории матриц 
остатков. 


6.2 Матрицы остатков, столбцы без нулей 
Рассмотрим следующую матрицу, которую называем матрицей остатков: 


ил -° @1юм 


) 


Чт, ``’ @тль 


где а; - остаток от деления числа Л; = лЛ+ 1 на Р;, Р; - 1-тое простое число, Л > 0 
— целое число, п > 2 - натуральное число, т = л(п) - количество простых чисел, не 
превосходящих п, 1< 1 < п 1<1<т. 

Например, для Л = 8, п = 8, т =л(8) = 4 матрица Мл з(8) имеет вид 
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Очевидно, что простым числам большим чем п, соответствуют столбцы без нулей, а 
простым числам Р; < п, соответствуют столбцы с одним нулем в строке # > 1. 
Обозначим через и(%) количество различных простых делителей числа х. В мат- 
рице Мт,2т(Л), где т = л(п), количество нулевых остатков столбца 7] обозначим через 
* 


и* (7), а количество ненулевых остатков столбца 7 обозначим через Г»(7). Так как в 
каждом столбце имеется т = л(п) нулевых и ненулевых остатков, то 


[т (9) + ир(З) = п(п) = ть и (п^) = п(п") — и(п) или [и (р^) = п(р^) -1. (6.1) 


6.3 Смежные матрицы остатков 


Одним из фундаментальных понятий теории матриц остатков является понятие Смеж- 
ных матриц остатков. 


Определение 6.1 Две матрицы Мт»(^) и Мть(А - Т) называются смежными 
матрицами остатков. 


Например, для матрицы Лл8(8): смежной будет матрица М4(9) имеющая вид 





РА 9 10. 1119: 18 м. 15 о] 

о Бо. г сбой бя 750 

а ОЕ, 3. . ЗОН С зб. №. Ве 0 а 
20: 0. 1, в. Г. 1 

| 3. д 24. 16.0. . 


Обозначим через М»т„»(Л)- количество нулевых элементов (нулей) матрицы Мтп/(Л). 
Исследуем вопрос чем отличается количество нулевых элементов у смежных матриц. 
Обозначим через и*, (7) количество нулевых остатков столбца } в матрице Мип(1). 


Теорема 6.1 Для любых т, п и А имеет место 
[М т” (ЛХ) — Мть(А+ 1) = [м* (Л) — и". (л+п)| > 0. 
Доказательство. Из (6.1) имеем для матрицы Мтп(Л) 
Тт(А) + ии (А) = п(п), 


Так как матрица Мип(Л -+ 1) получается из матрицы Ми»(А) сдвигом на один стол- 
бец влево, то ]-тый столбец матрицы Мт„(А) совпадает с ] — 1 столбцом матрицы 
Мт»(л+1), 1 = 2,3,...,п. Таким образом, столбцы матрицы Мтп(Л) кроме первого, 
совпадают со столбцами матрицы Мтп(Л + 1) кроме последнего. Следовательно, 


[М ти (Л) — Мть(А+ 1] = (А) — А+ |= О) - + п) > 0. 


Теорема доказана. 


Замечание. Запись |и* (Л) — их (л+п)| > 0 в теореме удивляет многих математиков, 
которые считают, что это тривиально, так как модуль не может быть отрицатель- 
ным. Такой записью мы хотели подчеркнуть, что для некоторых п и А, выражение 
[и* (Л) — ых (Л + п)| может быть нулем, например и*, (10) = и» (21)]. Таким образом 
взаимосвязь чисел на числовой оси матричная математика представляет глубже чем 
существующая. 
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Теорема 6.2 В матричной математике имеют, место соотношения 


[Мп (Л) — Мтю(А+ 1) = [и (А) — и (А+ п)| = п<А, т=л(п), 


) 


если 
1] Л=Рр - простое число; А +1 = 7", где т - натуральное число; 
2) АТ =РЬ - простое число, где А+ п = 2", или наоборот. 


Доказательство следует из сопоставления смежных матриц остатков Мир(р) и Мтр(р+ 
1) и сведением к разности их нулевых остатков 


[Ри (А) — Гид + В) = и) — ии + = 1. 
Следствие 6.1 Если 


[ив (А) — ит (А + И = МА) — ш(А+ И] =1, 


[Мил (п) — Мил (п + 1)| = 1. 


Доказательство следствия тривиально следует из доказательства теоремы. Сразу 
видно, что следствие и теорема верны, если п, = р- простое число, а п + 1 = 2" или 
наоборот. 


Теорема 6.3 Если р = 2" +1 простое число, то а = (2")? +1 = 4" +1 - тоже 
простое число. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Мт,а(1), где т = л(2"). Зачеркнем те столб- 
цы, которые имеют минимум один нуль в строках 1 < {< т. Столбцы, соответству- 
ющие числам Ти 2, 2" и 2" +1, (2”)? и (2”)? + 1, не зачеркнуты по Теореме 6.2 и 
Следствию, и так как в матричной математике 


М пьа-1 (1) Е Минеи) — М ьа-р(р ыы Мта-р(р)| 5 


= [Мир-к1) — Мира (2)| = [9 (2) — ив = т (А) — Рт(х+1[= 1. 


Это означает, что число 4 - простое. Теорема, доказана. 

Теорема 6.3 содержит более глубокий смысл, чем то, что следует из того, что 2" 1 
- простое число, т.е. видно что п не только четное, но и не может иметь простых 
нечетных делителей. Это подсказывает, что в матричной математике простые числа 
Ферма можно найти среди чисел, расположенных ближе к началу числовой оси, а 
потом определить остальные дальше от начала, числовой оси. То есть 


о ЦЕ: 


Так можно найти все простые числа Ферма Ё› до бесконечности. 

Великий Ферма “метод бесконечного спуска” применил совместно с понятием “сред- 
него арифметического”. Но гениальный Ферма к сожалению не был знаком с теорией 
матриц остатков и не предполагал что "среднее арифметическое" на, числовой оси мо- 
жет быть точкой, а не числом. Поэтому Ферма допустил некоторые просчеты, как 
например его предположение, что все числа вида Е, = 22" + 1 являются простыми. 


Теорема 6.4 Если а = 2Р — 1 - простое число, то 24 — 1 = дк - тоже простое число. 
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Доказательство. Рассмотрим матрицу Миа, (1), где т = п(2Р — 2). Пользуясь Тео- 
ремой 6.2, и тем, что матрицы Мта,-а(4а — 1) и Мта,-а(а) - смежные, аналогично 
доказательству теоремы 6.3 получим доказательство теоремы 6.4, те. 22 —1 = 3, 
НН 

Отметим, что не все простые числа Мерсена получаются таким способом. Напри- 
мер 25 — 1 = 31 тоже простое число Мерсена, и 31 как и 3 становится началом новой 
серии простых чисел Мерсена. Все простые числа Мерсена можно получить с помо- 
щью этих двух серий. Это вытекает из десятиричности матричной математики, где 
простые числа 2, Зи 5 играют основополагающую роль. Этим и отличается существу- 
ющая математика от матричной математики, а простые числа Мерсена, от простых 
чисел Ферма! 
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Глава 7 


Матрицы остатков и проблема Шинцеля 


В статье исследуются последовательности натуральных чисел, содержащие числа, 
взаимно простые со всеми числами меньшими заданного числа, зависящего от длины 
последовательности. Исследование проводится методом матриц остатков. Доказана, 
проблема Шинцеля о простых числах в арифметических прогрессиях 

Известный польский математик А. Шинцель выдвинул гипотезу, что любая ариф- 
метическая прогрессия ах; + 6, 1 < 6 <а, (а,6) = 1 содержит хотя бы одно простое 
число, если 0 < т; < а. Эта задача, известнс как проблема Шинцеля и до сих пор не 
решена. Специалистам известно [1] сколько усилий и времени потребовалось для до- 
казательства бесконечности простых чисел в арифметической прогрессии. Матрицы 
остатков облегчают решение таких задач. 


7.1 Матрицы остатков с шагом 2 


Определение 7.1 Матрицей остатков с шагом № называем матричцу, у которой 


Ау=А+ (1-1. 


Обозначаем ее через № „(В Л). 

Обозначим через л(п) количество простых чисел, не превосходящих целое число 
п. Ниже будем рассматривать матрицы остатков №т,2.(2|Л) с шагом 2. Они содержат 
т = л(п) строк и 2% столбцов. При этом элемент а; матрицы №2. (2|^) равен 
остатку от деления числа Л; = л+ 21 -— 2 на В, Р; - +-тое простое число. Если число 
А четное, то матрицу остатков №п,.2т(2|А) называем четной. Отметим, что как и для 
обычной матрицы остатков М»,п(Л), у четной матрицы остатков М№„2.(2|Л) первый 








столбец соответствует числу А! = А. Например, при п = 4, т = п(4) 2 л=2 
матрица №2. (2|^) имеет вид 


В\Л 2468 10 12 ща 16 
М№ (212) =| 2 б00000о00, 
О | 








а при п = 4, т = л(4) = 2, Л = 0 матрица №»,2.(2|Л) имеет вид 


Р\Л 02468 10 12 14 
№ (210) =| 2 0000000 0 
3 О Е 30. 2 


Все свойства и обозначения матриц остатков можно распространить и на четные мат- 
рицы остатков, только надо учесть, что первая строка (Р! = 2) содержит лишь нули. 
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Следовательно, 
Мт,.2т(2|0) — №Мт. 2 (212) = п(п) — и(2п), т=л(п), (7.1) 


где Мт,2.(2|Л) - количество нулевых элементов (нулей) матрицы М№м2.(2|Л), и(2%) — 
количество различных простых делителей числа 2т. 
Обозначим 


С (т, п, А) = Мт2т(2|Л) — Мт2,(2]2). (7.2) 


Заметим, что С (т, п, А) зависит только от строк # > 1, так как первые строки этих 
матриц содержат одинаковое количество (2%) нулей и в разности (7.2) они уничтожа- 
ются. Следовательно, 

О<С(т,п, Л) < л(п) — 1. 


Определение 7.2 Матричу остатков №т,2.(2|Л) с шагом 8 называем. четной, если 
число А (а значит и все числа А; = + 21) являются четными. 


Определение 7.3 Матрицу остатков №т.2.(21 А) с шагом 8 называем нечетной, 
если число А (а значит, и все числа А; = ^+ 21) являются нечетными 


Отметим, что у нечетной матрицы остатков первый столбец соответствует нечет- 
ному числу А! = А, а первая строка состоит из 2й единиц. 
Например, при п = 4, т = п(4) =2, А =1 матрица № ,2.(21^А) имеет вид 








РА тзБТЭШ 13 15 
Мо = | 2 тата 
$ р Е Е 0 


7.2 Расширенные матрицы остатков 


Расширим нечетную матрицу №т.2.(211), добавив т” строк, соответствующих квадра- 
там простых чисел Ру, лежащих в интервале 3 < Р, < У4п (п’ - количество простых 
чисел Ру, лежащих в интервале 3 < ВР, < У4п). Это означает, что каждое число, 
соответствующее столбцу матрицы делим еще и на р и полученный остаток припи- 
сываем в соответстующий столбец. Расширенную матрицу обозначим №, 2»(211) и 
№Мт, .2т(2|2), где т = л(п), т» = т+ т», т” = п(М4п). Например, при п = 4 в интер- 
вале3 < Р < 16 = 4 есть одно простое число ра = 3. Таким образом т = п(4) =2, 


ти” = 3, 
р В аа _ 
2 ее Зе ^9 
№„в(211) = 3 ре 0: о би 
9 тв в а 26 


Цель расптирения - создание критерия, по которому можно отличить простые числа 
от составных. 


7.3 Ешеё раз о простых и взаимнопростых числах в специ- 
альных промежутках 


Теорема 7.1 Для любого натурального т, 


п(п,) + 1052 п] +1 < л(4п) — п(2%) < п(п) + 2055 пт] + 2. И 
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Доказательство. Рассмотрим нечетную матрицу №т.2ъ(2 {| 1), (столбцы которой со- 
ответствуют числам 1,3,5,...,2и —1) и четную матрицу №„,.2.(2|2) (столбцы которой 
соответствуют числам 2,4,6,...,2п), т = п(п). Расширим эти матрицы, добавив т” 
строк, соответствующих квадратам простых чисел Ру, лежащих в интервале 3 < Р, < 
У4п (т* - количество простых чисел Р,, лежащих в интервале 3 < Р, < \У4п). Это 
означает, что каждое число, соответствующее столбцу матрицы делим еще и на р и 
полученный остаток приписываем в соответстующий столбец. Расширенную матрицу 
обозначим Ми, 2п(2 11) и М, 2%(2|2), где т = л(п), п» = т-+ т”, т = л(4т). 
Например, при п = 4 имеем т = л(4) = 2, п" =л(\4п), 


РА, ЗВ: ТОВ: 6 

р. мы ТТ ее 1, В, 

№Мт, в (211) = 3 Е т а. 
9 Ея» в 

Р\Л 246810 12 14 16 

Ей. 0.0 Ол. 9 0.50 

№. (212) = 3 ов сбое, 20: 358 
0 в: в 1.5.9 


— 


так как матрица М», 4ъ(Т) = №, 2. (2 1 1) + №». 2.(2|2), ть = т + т”, т = п(п), 
т” = п(\4п). Зачеркнем те столбцы этих матриц, которые имеют минимум 2 нуля 
в строках 1 < {< т.. В нечетной матрице №, 2» (2 1 1) зачеркнем еще столбцы, 
соответствующие простым числам р» \У4п < р’ < 4п, г > 2. В матрице М, 2% (2|2) 
зачеркнем еще столбцы, соответствующие числам вида 20", /4п < 2р" < 4п,г>2. 


1. Количество незачеркнутых столбпов в нечетной матрице №, 2. (2 1 1) будет 
К = л(4п,) — (п) + [052 п] +1, 


так как первый столбец не зачеркнут. 

Количество зачеркнутых столбцов в матрице №, 2и(2 11) будет А1 = 2п — №. 

2. Количество незачеркнутых столбцов в четной матрице №, 2.(2|2) обозначим 
через А5. С одной стороны имеем 


В > л(4п) — 2 (п) — ют] — 1, 


так как незачеркнуты столбцы, соответствующие числам 2р; и 4р;, где 2 < р; < п; 
4р; < 4т; также незачеркнуты столбцы, соответствующие числам 2"рь, г _> 2, и неза- 
черкнуты числа [1052 2%]. 

С другой стороны имеем 


Ко < л(4п) — 27 (п) 1, 


потому что количество чисел вида 2”р; меньше, чем [1052 п] + 1. 

Так как количество столбцов в матрицах №, 2ж(211) и №», 2.(2|2) равны между 
собой, то расставляя столбцы матриц по максимальному количеству нулей (вначале 
незачеркнутые, а потом зачеркнутые) и сопоставляя матрицы, получим 


п(п,) + [052 п] +1 < л(4п) — п(2%) < п(п) + 2[052п] + 2. 


Теорема 7.1 доказана. 
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Теорема 7.2 Для любого натурального п, 
п (п) + 2055 п] + 1 < п(бп) — л(3п) < п(п) + 2[055т] + 2. (7.4) 
Доказательство. Ясно, что 
Мт„,6п(1) = М№т„,3п(2 11) + №». зв (22). 


Рассмотрим расширенные матрицы №», зп(2 11) и М, зп(2|2), где т» = т+ пи, 


т = п(п), т” = п(\Убп). Зачеркнем те столбцы, которые имеют минимум 2 нуля 


в строках 1 < 1 < т.. В нечетной матрице №, з»(2 { 1) зачеркнем еще столбцы, 
соответствующие числам р; бт < р; < бт, г>2. В матрице №, зи(2|2) зачеркнем 
еще столбцы, соответствующие числам вида, Эру, бт < р ОП: в 2. 

1. Количество незачеркнутых столбцов в нечетной матрице №, зп (2 11) будет 


#1 = (бп) — л(п) + [082 п] + 2, 


а количество зачеркнутых столбцов будет К1 = Зп — Ат. 
2. Количество незачеркнутых столбцов в четной матрице №, зп (2|2) обозначим 
через А5. С одной стороны имеем 


К > п(бт) — 2п(п) — Пов2 п), 


так как не зачеркнуты столбцы, соответствующие числам 2рь и 4рь, где п < фк < 
Зп; Арь < бп; также не зачеркнуты и столбцы, соответствующие числам [1055 6%], их 
количество не более чем 


К < п(6пт) — 2” (п) — [082 п] + 1. 
Расставляя столбцы матриц как в теореме 7.1 и сопоставляя их, получим 
п (п) + 2055 п] + 1 < п(бп) — л(3п) < п(п) + 2055 т] + 2. 
Теорема 7.2 доказана. 


Теорема 7.3 Для любого натурального т, 
п(2п) — (п) > п(п) — п(У2п) - [052 п] — [03 п] — 1. (7.5) 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Мтп(Т) и Мть(п + 1), где т = л(п). Рас- 
ширим эти матрицы, добавив т” строк, соответствующих квадратам простых чисел 
Р., лежащих в интервале 3 < Р, < [У2п|. Зачеркнем те столбцы, которые имеют 
минимум 2 нуля в строках 1 <1< т.., учитывая, что 


Мт..2т(1) = Мт.ж(Т) + Мт.(п + 1) 


имеем: 
1. Количество незачеркнутых столбцов в матрице Мип(1) будет 


м =л(п) — [юз Ут] + [082 Уп] — 1, 


а количество зачеркнутых столбцов А1 = п— АТ. Первый столбец не зачеркнут, а числа 
2 и 3 одновременно и простые и вида 2", 3". 
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2. Количество незачеркнутых столбпов в матрице Мт»(п-+1) обозначим через $. 
Имеем 
№ < п(2т) -л(п) +2, 


а суммарное количество зачеркнутых столбцов будет 
К> < п(п) — (М2) + [052 Ут] + [овз Уп], 


так как среди чисел п +1, п-2,...,2п есть одно число вида, 2", и возможно есть еще 
одно число вида 3”. Расставляя столбцы матриц как в теореме 7.1 и учитывая, что 
число 1 не простое, получим 


л(2п) — (п) > л(п) — =(Уп) + ово Ул] — Повз Я] — 1. 
Теорема 7.3 доказана. 
Следствие 7.1 Уравнение п(2х) = 21п(1) имеет ровно 2 решения: т1 = 4, 12 = 10. 
Доказательство следует из факта, что наша математика 10-иричная. 


Теорема 7.4 Для любого натурального п, 


п(п(п + 1)) — п(п?) > Е 1052 " — и(2п). (7.6) 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Ми и2(Т) и Ми п? (т + 1), где т = л(п). Так 
как столбцы, соответствующие числам п + 1,п-+2,..., п? у матриц общие, можем их 
не учитывать а сразу сопоставлять матрицы Мтп(1Т) и Мтв(п? + 1), где т = п(п?). 
Зачеркнем те столбцы, которые имеют минимум один нуль в строках 1 << т. 

1. Количество незачеркнутых столбпов в матрице М»(1) будет 


ы = [Юврп] +1, 


а количество зачеркнутых столбцов будет №1 =п-— #1. 

2. Количество незачеркнутых столбцов в матрице Мшп(п? + 1) обозначим через 
кз. Учтем, что все четные столбцы в матрице Мшп(п? + 1) зачеркнуты, а из нечет- 
ных столбцов не зачеркнуты только те, которым соответствуют простые чисела Ри, 
лежащих в интервале 7? < Р, < п(п- 1). Заметим, что для нечетных т количество 
четных столбцов матрицы Мш»(п? + 1) на 1 больше, чем количество четных столб- 
цов матрицы М»т„п(1Т), а количество нечетных столбцов на 1 меньше, чем количество 
нечетных столбцов матрицы Мтш(1). 

Расставляя столбцы матриц по максимальному количеству нулей (вначале неза- 
черкнутые, а потом зачеркнутые) и учитывая, что Аё = л(п(п + 1)) — л(п?), получим 

&* = л(п(п + 1)) — л(п?) > ов — и(2п). 


Теорема 7.4 доказана. 


Следствие 7.2 





о м, Е и. " 2. 


(л(2п) — л(п) — 1) 
3 








м 


= п(п?) РЕ п((п —_ 1)2) < ее и) + о 


[052 п] 


[ово] 1 < (п?) — л((®— 172) < л(и) - . 


| +2 
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Доказательство проводится аналогично доказательству Теоремы 7.4, рассмотрени- 
ем матриц Ми, п? (1) и Мтии2(2п + 1), где т = (п) и сопоставлением матриц Мт,2(1) 
и Ми. 2ж(п? + 1), где т = л(п). 


7.4 Симметричные матрицы остатков, симметричность чи- 
сел на числовой оси 


Так как четные числа (по отношению начала числовой оси) относительно нечетных, 
перемещены на единицу вправо (или влево, смотря в какую сторону смотреть), поэто- 
му математика на числовой оси стала, однобокой, а математические действия приобре- 
ли направление (к примеру: сложение и умножение - в правую сторону, а вычитание и 
деление - в левую) и результаты математических операций стали некоммутативными, 
те. относительными. 

Мне совершенно непонятно, число “минус” 2п является четным или нечетным?! 
Ведь знак "минус"показывает только направление! Однобокий подход консерватив- 
ных математиков к нулю как числу преврашал ее в фикцию, и числа на числовой оси 
становились равноправными. 

От этих недостатков свободна матричная математика, в которой введено глобаль- 
ное понятие натурального нуля О» в матрице Ми 2и-41(Ов), где и*(О») = п(п). В 
матричной математике, ограничивая отрезок числовой оси, определяют поведение 
математических операций на этом отрезке, а затем распространяют их на большие 
отрезки. Для этого в матричной математике создано основополагающее понятие мат- 
рицы остатков, где нулевой остаток уже не фикция, а реальный объект. 

Чтобы четные и нечетные числа были расположены симметрично относитель- 
но какой-нибудь точки в матричной математике рассматривают матрицу остатков с 
нечетным числом столбцов. Средний столбец такой матрицы становится осью симмет- 
рии. В матричной математике фундаментальное значение имеет матрица Ми, 2и-1(Ов), 
где т = л(п), крайние столбцы которой соответствуют числам Он и 2, а средний 
столбец — числу п, четность которого не всегда зависит от четности крайних столбцов. 
Поэтому матричная математика показывает, что четность на числовой оси понятие 
относительное, что приводит к относительности всех математичиских операций на 
числовой оси. 


7.5 Проблема Шинцеля 


В [1] подробно объяснено, какое важное значение имеет распределение простых чисел 
в арифметических прогрессиях. 


Теорема 7.5 Арифметическая прогрессия ах; + 6;, где 1 < 6; <а, (а, ;) = 1 содер- 
кит, не менее чем 
[052 а] 
2 


—1 
простых чисел, если 0 < т; < а. 


Доказательство проведем в рамках матричной математики. Рассмотрим матрицы 
№Мтр(@р) и №Мтр(рТр-) как матрицы с шагом р, где т = п(р- 1). Матрицу Ми р?(р) 
можно представить в виде 


А ора (р) = Мтр(Р]Р) ны Мтр(р Тр-Ь,), 
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где 1 < & < р- Г ир - простое число. Следовательно, в матричной математике 
матрицы вида М», у?(р), где т = п(р — 1), как и прогрессия рт; - в, ге 1 < & <р 
содержат все простые числа рь, где р < рь < р?. В матрицах Мир(р|р) и Мтр(р1р-5), 
составленных из чисел р,2р,...,р? ир-+Ь,Жр-Ь....,р? + 6 зачеркнем те столбцы, 
которые имеют минимум один нуль в строках 1 <#< т. 

1. Количество незачеркнутых столбпов в матрице №„р(р|р) будет 


я == [052 р] ие 2, 


а количество зачеркнутых столбцов будет А1 =р- [955 р] — 2. 

2. Количество незачеркнутых столбцов в матрице №„р(р|р + 6) обозначим через 
К, а количество зачеркнутых столбцов обозначим через А2. Учтем, что не все чет- 
ные столбцы в матрице №„р(р|р) зачеркнуты, а из нечетных столбиов не зачеркнуты 
только те, которым соответствуют простые числа р и р. Заметим, что для нечетных 
количество четных столбцов матрицы М№т,р(р]|р) на 1 больше, чем количество четных 
столбцов матрицы №ир(р1р-+ 6), а количество нечетных столбцов на 1 меньше, чем 
количество нечетных столбцов матрицы Мт.р(рТр-+ 6). Следовательно, 


1 2 
вх + Мета, 


2 


так как количество зачеркнутых четных столбцов матрицы №„р(р|р-5) от количества 
]о 
нечетных столбцов матрицы М№„р(р]|р) не могут быть больше, чем [еее ‚ потому что 


их всего [р/2]. Однако имеем 


С(т,п,р) = Мть(ффр +5) — Мтр(р). 


1 
Следовательно, №5 > [ее — 1. Таким образом №5 показывает количество простых 


чисел, которые соответствуют столбцам матрицы Мть(р|Тр + 5). Следовательно, Кэ 
показывает те члены арифметической прогрессии рх; + 6, которые соответствуют про- 
стым числам. Таким образом, теорема доказана для простых р. 

Для составного числа а рассмотрим матрицы М№Ма(а|а) и Мта(а Та 6), где 
1 < 6 < а (а,5) = 1. Зачеркнем еще те столбцы, которые имеют минимум один 
нуль в строках соответствующих простым делителям числа а. Продолжая аналогич- 
но доказательству для случая а = р получим, что Проблема Шинцеля с помощью 
матричной математики не только доказывается, но и серьезно усиливается. 
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Глава 8 


Проблема Гольдбаха 


В статье дается краткое и независимое решение проблемы Гольдбаха методом мат- 
риц остатков, который разработан автором. Выявлены некоторые аспекты глубинной 
сущности проблемы. 


8.1 Введение 


Гольдбах в 1742г высказал предположение, что любое четное число, большее 4 можно 
представить в виде суммы двух простых чисел, а любое нечетное число, большее 7 
можно представить в виде суммы трех простых чисел [1]. 

В настоящее время доказаны следующие утверждения: 


Предложение 8.1 Существует число №, что любое нечетное число, большее № 
представимо в виде суммы трех простых чисел. 


Предложение 8.2 “Почти все” четиые числа представимы в виде суммы двух про- 
стых чисел, точнее говоря, количество четных чисел не превосходящих х, которые 
не представимы в виде суммы двух простых чисел, имеет порядок О(т/ш^ т) при 
д — со, где А - некоторое положительное число (ме обязательно целое). 


Заметим что константа в О(т/ ш^ т) может существенно зависеть от А. 

Сначала Харди и Литлвуд [1| доказали эти утверждения с помощью до сих пор 
не доказанной гипотезы. И. М.Виноградову, [1], [2] удалось доказать эти утверждения 
независимо от этой гипотезы. Эти все доказательства очень сложны и громоздки. 

В настоящей главе дается краткое и независимое решение проблемы Гольдбаха 
для всех чисел методом матриц остатков, который разработан автором. Выявлены 
некоторые аспекты глубинной сущности проблемы. 


8.2 Матрицы остатков 
Рассмотрим следующую матрицу, которую называем матрицей остатков: 


ил с. @1м 


Чт, ‘`` @ть 


где а; - остаток от деления числа 7] — 1 на Р;, Р; - т-тое простое число, п > 2 - 
натуральное число, т = п(п) - количество простых чисел, не превосходящих п, 1 < 
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1 < п, 1 <1< т. Например, 


оо 
01.2012 
Мтья = о тозаои 

отазаь 6 


Для любого натурального ® матрица, остатков обладает следующими свойствами: 

1) В первом столбце только нули, их количество равно т = (п). 

1а) Во втором столбце только единицы, их количество равно т = л(п). 

2) Последний п-ый столбец матрицы Ми» содержит и(п — 1) нулей, где и(п) — 
количество различных простых делителей числа п. 

3) Если число п — 1 простое, то последний п-ый столбец матрицы М», содержит 
ровно 1 нуль и этот нуль в последней строке. 

Рассмотрим теперь передвинутую матрицу остатков Мт»(Л), которая получается 
сдвигом столбцов матрицы Ми» = Мтп(0) на А столбпов направо, где Л > 0 - целое 
число. Элемент а; матрицы Мтш»(Л) есть остаток от деления числа Л; =А+1-1 
на Р;, Р; — т-тое простое число, ® > 2 - натуральное число, т = л(п) - количество 
простых чисел, не превосходящих п, 1 < 1 < п, 1 < {< т. Например, 





1 
Мь, 7(2) 7. 


) 


-мо 
ыы но 
жовьм - 
© но 
© > + 
н«^ы-о 


0 
3 
3 


Свойство 2) для сдвинутых матриц имеет вид: 
2а) Последний п-ый столбец матрицы Мт„(1) содержит и(п) нулей, 
Обозначая 


с(т, п, А) = Мтп(А) = Мтп(1), 


имеем [3] 


Мт„ (0) м. Мт„(^) — Мт„ (0) — Мт„(1) 2 (Мт„(^) ие Мт»(1)) = 


Отсюда получаем 
0 < с(т, п, ^) < л(п) — к(п). 


8.3 Средний столбец матрицы остатков и его свойства 


Определение 8.1 Средним, столбиом матрицы остатков называется столбец, рав- 
ноудаленный от крайних столбиов данной матрицы. 


Определение 8.2 Дальность столбиов в матрицах остатков рассчитывается ко- 
личеством, столбиов, которые находятся между ними. 


Очевидно, что матрица остатков Мт.»(Л) обладает средним столбпом тогда и толь- 
ко тогда, когда п - нечетное. Матрица остатков Мтш„»(А) обладает средним столбом, 
когда крайние столбцы соответствуют числам одинаковой четности. 

Отметим очевидное, но важное свойство: Если из двух концов матрицы, обладаю- 
щей средним столбцом, зачеркнуть равное количество столбцов, то средний столбец 
матрицы незчеркнутых столбцов совпадает со средним столбцом прежней матрицы. 
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Заметим, что средний столбец матрицы остатков может совпадать со средним 
столбцом другой матрицы остатков с другими размерами. Например, у матрицы остал- 
ков Мт.2и—1(1), т = л(п) крайние столбцы соответствуют числам 1 и 2 — Та 
средний столбец соответствует числу п и совпадает со средним столбцом матрицы 


т 
Мт, эт (От), где т = п(п), Оп = П В. 
= 


Самая маленькая матрица остатков, которая обладает средним столбцом, имеет 
три столбца. 


8.4 Средний столбец матрицы и проблема Гольдбаха 


Теорема 8.1 а) Любое натуральное составное четиное число представимо в виде 
суммы, двух простых чисел, 

Ь) Любое наптиуральное четное число большее 6 представимо в виде суммы, двух 
различных простых чисел, 

с) Любое натуральное четное число большее 8 представимо в виде суммы трех 
различных простых чисел, 

4) Любое натуральное нечетное число большее 5 представимо в виде суммы трех 
простых чисел, 

е) Любое натуральное число большее 17 представимо в виде суммы трех различ- 
ных простых чисел, 


Доказательство. Достаточно доказать свойство а) или е), остальные из них следуют. 
Рассмотрим матрицу остатков Ми,2и_1(1), где т = л(п). Такая матрица обладает 
средним столбцом, так как имеет нечетное количество столбцов. Два столбца матрицы 
Мт,2.—1(Т) назовем симметричными, если они равноудалены от среднего столбца. 
Очевидно, сумма чисел соответствующих симметричным столбцам равна, 2п, где ® - 
соответствует среднему столбцу. 

Зачеркнем все столбцы матрицы М»т,2„—1(1), номера которых соответствуют со- 
ставным числам. При этом не зачеркиваем средний столбец, который соответствует 
числу п. Фактически проводим метод решета, для чисел 1, 2, 3,..., 2п — 1, не зачер- 
кивая числа п. 

При любой четности числа й, слева от среднего столбца останутся незачеркнутыми 
столбцы, номера которых соответствуют простым числам Р;, где 2 < Р; < п, а также 
первый столбец (единица, не простое и не составное число). Таким образом слева от 
среднего столбца количество незачеркнутых столбцов будет л(п). Справа от среднего 
столбца останутся незачеркнутыми столбцы, номера которых соответствуют простым 
числам Рь, где п < Р, < 2". Таким образом справа от среднего столбца, количество 
незачеркнутых столбцов будет л(2п) — п(п). 

Например, при п = 11, имеем т = п(11) = 5. В матрице Мт,2„_1(1) = Мь,21(1) 
слева от среднего столбца п = 11 незачеркнутым столбцам соответствуют числа 1, 2, 
3, 5, Т;а справа от среднего столбца незачеркнутым столбцам соответствуют числа 13, 
17, 19. Если 2п, — 1 - простое число, то его не рассматриваем, так как его симметрич- 
ным будет незачеркнутый первый столбец. Итак, справа от среднего столбца, имеем 
3 незачеркнутых столбца, которым соответствуют числа, 13, 17, 19. Слева им соот- 
ветствуют 3 симметричных нечетных столбца. Но слева от среднего столбца, имеем 
только 1 зачеркнутый нечетный столбец, соответствующий составному числу 9, сим- 
метричным ему (по отношению п) будет 13-й столбец. Следовательно, кроме 11-ого 
столбца, есть еще две пары симметричных незачеркнутых столбцов (17 и 5) и (19 и 
3), а сумма чисел соответствующих симметричным столбцам равна 2 = 22). 
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Очевидно, что столбец симметричный незачеркнутому столбцу может быть как 
зачеркнутым, так и незачеркнутым. Остается доказать, что для любого п существует 
минимум одна пара симметричных незачеркнутых столбцов (а сумма чисел соответ- 
ствующих симметричным столбцам равна 2%) и проблема Гольдбаха будет решена. 

В случае основной матрицы Ми, 2и-41(О»), где т = л(п), крайние столбцы кото- 
рой соответствуют числам О» и 2п, справа от среднего столбца имеем л(2%,) — п(п) 
незачеркнутых столбца. Слева им соответствуют л(2п) — (п) симметричных нечет- 
ных столбца. Но в матрице могут быть незачеркнутые простые столбцы р;* и ри», 
которые относительно среднего столбца расположены симметрично и р; * + рух = 2п. 
Примером такой пары могут служить незчеркнутые столбцы р; и рь, находящиеся 
на ближайших расстояниях от среднего столбца п (в ту или другую сторону), если 
расстояние от р; до числа 1 будет равно расстоянию от ру до числа 2п — 1, или если 
расстояние от рь до числа 1 будет равно расстоянию от р; до числа 2п — 1. Пото- 
му что при любой четности числа п четные и нечетные столбцы будут расположены 
равноудаленно от ® (дальность считается по количеству столбцов). 

Так как в матрице Ми.2”_1(1) четные столбцы по отношению к нечетным столб- 
цам передвинуты на единицу вправо и количество четных столбцов (соответствующих 


четным числам) в матрице М, _1(1) на едини меньше, чем количество нечетных 
т,2п—1 ) 


ПоваННН 


столбцов, то справа, от п зачеркнуто на 2 — 1 больше столбцов, чем слева, 


поэтому независимо от четности числа п, не только четные столбцы расположены сим- 
метрично относительно столбца п, но и нечетные. В матрице М»т,2и_1(1) зачеркивая 
еще те столбцы рь, которые симметрично расположены каким-то составным столбцам 
из интервала, [1, п] и те столбцы р;, которые расположены симметрично каким-то дру- 
гим составным столбцам из интервала, натуральных чисел [п, 2п, — 1]. Заметим, что в 
матрице Мт,2”—1(1) остались еше не одна пара р» и ру столбцов, которые симметрич- 
ные и р; + р; = 2п. Это объясняется тем, что симметричность столбцов на числовой 
оси, у матрицы имеющего среднего столбца, однозначное, т.е. столбец из интерва- 
ла [1, п] может быть симметричным только одному столбцу из интервала, п, 2% — 1]. 
Поэтому при п >> 5, имеем 
п(2п) — п(п) > [052 п] — 1, (8.2) 
или 
п(п) + [1055 п] +1 
2 

Сопоставляя значения формул (8.2), (8.3) и учитывая и(п — 1), и(п), (п + Т) или 
и(2п — 1), и(2п), и(2п + 1), придем к доказательству пунктов а), Ъ) и с) Теоремы 8.1. 

Что касается пунктов 4) и ©), то их можно получить из пунктов а), Ь) и с), вы- 
читая из любого нечетного числа простое, и представляя полученное четное число в 
виде суммы двух простых чисел. То же самое можно получить рассматривая столбцы 
матрицы Ми, 2т-—1(Т), где т = п(п), которые соответствуют числам 2п - 4, 2п - 3, 
2п — 2, 2п —Ти 2п. Из простых делителей этих чисел всегда можно найти 3 таких, 
сумма которых была бы 2и — 1. Таким образом, Теорема 8.1 полностью доказана. 





п(2п) — п(п) > и(2т). (8.3) 


Теорема 8.2 Любое натуральное составное четиное число 2% представимо в виде 
1 
суммы двух простых чисел не менее, чем 5 [05 п] раз. 


Доказательство. 
1) Вначале допустим, что п = р - простое число. Нужно ответить на вопрос: кроме 
р- р = 2р = 2п могут ли быть еще пары разных простых чисел р; и рьк, для которых 


рЕ + рь = 2р = 2м, (8.4) 
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и сколько могут быть еще таких пар? 
В силу свойств соотношений (1.6), (8.2) и (8.3) имеем 


[[т(рё) — Гт(рк)| = ит (Рё) — ит(рк)| = 1, (8.5) 
[1 (2") — Гра) = [ит (2") — ит(рё)| = 0, (8.6) 
[т (2) — Ги (рк)| = [т (2”) — и(рк)| = 1, (8.7) 


где 1 < 2" < р. Так как равенства (8.5) - (8.7) справедливы для всех сочетаний столб- 
цов (чисел) 2", р; и рк, то учитывая (8.2) - (8.7) приходим к выводу, что количество 
пар разных простых чисел рх и рь, для которых ри + рк = 2п, не менее, чем $ [082 п], 
потому что простые числа вида р = 2" +1, р» < р имеют своих напарников ру, где 
Рё + рь = 2. 

2) Допустим, что п - составное число. Так как количество простых чисел р;, име- 
ющих симметричных (относительно среднего столбца) напарников из простых чисел 
рк, зависит от величины [055 п], которая мало отличается от случая п = р, следовал 
тельно, учитывая (8.2)-(8.7)), получим доказательство Теоремы 8.2. 

Таким образом, проблема Гольдбаха полностью решена и значительно усилена! 





Примечание. Если бы проблема Гольдбаха была бы сформулирована как: 


Любое натуральное четное число представимо в виде разности двух про- 
стых чисел, 


то его доказательство было бы намного легче, изменилась бы трактовка числовой оси 
со стороны математиков и математика, без лишних затруднений обошлась бы только 
целыми числами. 

Р.5. Доказательство проблемы Гольдбаха профессором Виноградовым восприни- 
мается по-разному. На самом деле профессор Виноградов доказал проблему Гольдбаха, 
или опроверг?! Ведь число, болыше которого все четные числа представимы в виде 
суммы двух простых чисел, столь велико, что даже при современной технике невоз- 
можно его определить! Получается, что есть огромное количество четных чисел, про 
которых это доказательство ничего не говорит. Не говоря уже про отрицательных 
четных чисел. Из всего этого следует, что, по логике существующей математики, от- 
рицательные четные числа также не существуют как и не существуют отрицательные 
простые числа. Но разве это не противоречит первоначальному определению число- 
вой оси и не приводит к абсурду основную аксиому существующей (классической) 
математики, которая гласит, что “число ноль 0” кратно всем целым числам ?! 

Мне кажется, независимо от всего, профессор Виноградов доказал, что существу- 
ющая математика, беспомощна, для решения задач, в которых рассматриваются вза- 
имоотношения объектов, имеющих “бесконечно большие” и “бесконечно малые” раз- 
меры. Такой вывод мне кажется намного ценнее, чем само доказательство проблемы 
Гольдбаха! 


Ереван, 2013. 
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Глава 9 


Свойства матриц остатков 


Определение 9.1 Матрицы остатков, имеющие одинаковые размеры, ширина п (п), 
длина п, называются подобнымм. 


Пример. Матрицы Мти(А1) и Мии(А2), где т = л(п), | № — А2| > 0, Ли, Л» - нату- 
ральные числа. 


Определение 9.2 Подобные матрицы, имеющие общие столбцы, называются сдви- 
нутыми матрицами остатков. 


Пример. Матрицы Мип(А1) и Миь(А2), где т = (п), 1< | - Л2| < п. 


Определение 9.3 Подобные матрицы, не имеющие общих столбиов, называются 
противолекащими матрицами остатков. 


Пример. Матрицы Мти(А1) и Мии(А2), где |1 — А?2| > п. 


Теорема 9.1 Матрицу Мтки(1), где т = п(п), п > К - натуральное число, мож- 
но представить как сумму К противолежащих матрим, в каждой из которых п 
столбиов. 


Доказательство очевидно, т.к. 
Мт, (1) = Мт» (1) + Мию(п +1) + Мп. +1+...+ Мп, -П+Т. 


Теорема 9.2 Матрицу Мт,2.(1) где т = п(п) можно представить как сумму чет- 
ной и нечетной матрим. 


Доказательство тривиально, т.к. 
Ми (1) = М (2 1 1) + Ми (212), т = л(п). 


Теорема 9.3 Если один из крайних столбцов и средний столбец матрицы Мт,2т--1(А), 
где т = п(п), А - натуральное число, содерокит нулевой остаток в любой строке 
1 <: < т, по и другой крайний столбец этой же матрицы содержит, нулевой 
остаток в этой же строке. 


Доказательство. Допустим Аа и Ль соответствуют крайним столбцам, а Ас - среднему 
столбцу матрицы Мт,2и+1(А) 

1) Допустим 21 Ла, 21 Аь, 

но р; Ла и В Ас, где 2 < р; < п - простое число. Следовательно, р;|Ль и обратно. 

2) Допустим 2|Ла, 2|Ль, но р Ль и ре, где 2 < р < п - простое число, следова- 
тельно, р;| Ла и обратно. 
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Следствие 9.1 Если р; Ла, р: Ль, р Ас, то рип и число А+ п соответствует, среднему 
столбиу матрицы Мт, эта (А), где т = п(п). 


Доказательство тривиально вытекает из доказательства Теоремы 1.3. 


Следствие 9.2 Средний столбец матрицы Мт,2и-1(А), где т = п(п), не имеет ну- 
левого остатка в строках 1 <1< т, если хоть один из крайних столбцов не имеет, 
нулевых остатков в строках 1 <1<т. 


Доказательство. По Теореме 9.3 известно, что если в матрице Мт,2и--1(А) число п 
содержит простой нечетный делитель р; < п, тогда (Ла, Ас) = 1, (Ла, Аь) = 1, (Ль, Ас) = 
1, те. имеют общий делитель. Следовательно, (Ла, Ль, Ае) = 1. Но если Ла или Ль не 
имеют общего простого нечетного делителя р; < п, то тогда получим (Ла, п) = 1, 
(Ль, п) = 1, (т.е. Ла и Аь взаимно простые числа), следовательно, (Ла, Ль, Ле) = 1. 


Теорема 9.4 Если средний столбец матрицы Мт,2.—1(1), где т = п(п), в строках 
1 <: < т содержит минимум два нулевых остатка, то один из этих нулевых 
остатков находится в строке 1 = 2 или в строке 1 = 3. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, 2.-+2(0»,). Здесь 0» - натуральный ноль 
т 
0, = П[» ЕН). 
1=1 


Эту матрицу получаем из матрицы Мт,2и—1(1), прибавляя к ней с двух сторон по 
столбцу, которые соответствуют числам 0» и 2п. Ясно, что средние столбцы у этих 
двух матриц совпадают и соответствуют числу п. 

1) Пусть 21 п. 

а) При З|п теорема ясна, т.к. по условию теоремы # = 3". 

Ь) При З{п, или Зп — 1 или З|п + 1. В том и в другом случаях 5|п, т.к. 5|0, и 
п, 5 5". 


2) Пусть 2|п, рассуждая также, приходим к выводу, что теорема, доказана. 


Следствие 9.3 Если средний столбец матрицы Мт,2т—1(А), где т = п(п), в стро- 
ках 1 <1< т содержит минимум. два нулевых остатка, то один из этих нулевых 
остатков находится в строке 1 = 2 или в строке 1 = 3. 


Доказательство. Так как при любой четности А число п соответствует среднему 
столбцу матрицы Мт,2и—1(Л), то доказательство Следствия тривиально. 


Глава 10 


Квадратные матрицы. Фокусы матриц остатков 


Определение 10.1 Матрица остатков Мт(А), где т = п(п) называется квад- 
ратиой, если количество ее столбцов т равно полному квадрату натурального числа. 


Определение 10.2 Если столбец матрицы Мтп(Л) ‘имеет нулевые остатки в тех 
же строках, что и крайние столбицы этой же матрицы, то такой столбец называ- 
ется фокусом, а крайние столбиы называются побочными фокусами этой матрицы. 








Например, для Л = 9, п = 8, т =^(4) = 2 матрица 2 (9) имеет вид 


В\л; 910 п 12 13 14 15 16 
Моз(9) = 2 тототгото 
3 2-0 0-Я 90, 1 


Столбец, соответствующий числу 12, является фокусом. 


Теорема 10.1 Для любого числа а матрица остатков Мт,2а+2(а?), т = п(а + 1) 
обладает, фокусом (а значит, и побочными, фокусами). 


Доказательство. Матрица М, 2а+2(а2), т = л(а + 1) составлена из чисел а?, а? + 
1,... ‚, (@-+1)? =. Первый столбец соответствует числу а?, которое делится на а. По- 
следний столбец соответствует числу 02, которое делится на 6 = а+ 1. Следовательно, 
столбец, соответствующий числу а(а -+ 1), является фокусом, а столбцы, соответству- 
ющие числам а? и 52, являются побочными фокусами. Теорема доказана. 


Теорема 10.2 Разность квадратов двух натуральных чисел обладает фокусом. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы М а2 (1) и Миь2(1), где 0 <а< 6, т=лт(5). 
Так как имеет место равенство 


ь(а?5?) = ь(а?) - и(?) = ь(аб) = и(а) + „(6). 
Пусть 3 - фокус разности матриц М», а? (1) — Мтьз(1). Тогда, в зависимости от вели- 
чины разности ($ — а), имеют место соотношения 
1) а? <<, если а? <<. 
2) а <з<а?, еслиа< 8. 
Теорема 10.3 Имеет место соотношение 


п (п) — 1052т] — 1 < л(4п) — л(2п) < п(п) + 1. (10.1) 
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Доказательство. Рассмотрим матрицы М»,.2.(1) и Мт.2.(2% + 1), где т = п(п). 
Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый из которых содержит как минимум 
один нулевой остаток в строках 1 <1< т. Тогда имеем 

1) В матрице М»,2.(1) количество незачеркнутых столбцов 


К > [052п] +1+л(2п) — п(п). 


При этом учтено, что столбец, соответствующий числу 1, тоже не зачеркнут. 
2) В матрице Ми», 2(2т + 1) количество незачеркнутых столбцов 


К2 = л(4п) — п(2п) + 1. 


Расставим столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, что- 
бы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые. 
Сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, получим соотношение (10.1). 
Это следует из того, что 


Мт,2т(2т + 1) — Мт,2т(1) = с(т‚ п, 2% + 1). 


Теорема 10.4 Имеет место соотношение 





2 [022 п] — 1 < л((п + 1)2) -п((п- 1)2) < 2 [082 п] + 1. (10.2) 


Доказательство. Рассмотрим матрицы 


п2 
М, ^(211) ата №т.л(2|2), ^= ы ‚(т 1)2). 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый из которых содержит как минимум 
один нулевой остаток в строках 1 <#<л((п — 1)2) = т. Тогда имеем 
1) В матрице №», (211) количество незачеркнутых столбцов 





2) В матрице №„,л(2|2) количество незачеркнутых столбов 
Ка = 2 [0521]. 


Расставим столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, что- 
бы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые. 
Сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, получим соотношение (10.2). 


Следствие 10.1 Имеет место соотношение 


п(п) + [052п] —1 
2 





1 <л(4п) — п(2%) < л(п) +1. (10.3) 


Доказательство. 

Рассмотрим матрицы №,2(2|2) и Мт.2в(2 1 1), где т = п(2п), т” = т(п). 

1) В матрице №„2»(2 | 1) зачеркнем все те столбцы, каждый из которых соответ- 
ствует составному числу. Количество незачеркнутых столбцов в ней есть 


К =л(4п). 
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2) Матрица М№»,2.(2|2) четная, поэтому каждый ее столбец делим еще на квадрат про- 
стого числа ра, где 2 < р < У4п. Полученные остатки занесем в соответствующие 
столбцы этой матрицы. Зачеркнем все те столбцы этой матрицы, каждый из кото- 
рых содержит минимум два нулевых остатков 1 <# < т, 1 < г <тп*. Количество 
незачеркнутых столбцов в ней станет равным 


Ко = п(2т) + [0551] + 2. 


тк. среди чисел п +1, п-+2,...2п есть только одно число вида 2". 

Расставим столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, 
чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые. 
Сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, получим соотношение (10.3). 
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Глава 11 


Средняя матрица остатков. Симметричные 
матрицы 


Определение 11.1 Матрица, обладающая средним столбиом, который соответ- 
ствует, натуральному числу, называется средней матрицей. 


Теорема 11.1 Если матрица обладает средним столбиом, то она обладает, и сред- 
ней матрицей. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми. 2и-+1(Л), т = п(п). Она обладает средним 
столбцом, потому что при любой четности числа Л ее крайние столбцы соответствуют 
числам одинаковой четности. При 2|Л то и 2|Л + 2, а при 21 Атои 21 А+ 2п. 

Из краев этой матрицы зачеркивая одинаковое число п1 столбцов, где 1 < п! < п, 
матрица образованная из незачеркнутых столбцов станет средней матрицей остатков 
прежней матрицы. 


Следствие 11.1 Матрица, обладающая, средним столбиом, обладает, определенным 
количеством, средних матриц, самая малая из которых содержит 8 столбиа. 


Это очевидно из Теоремы 11.1. 


Следствие 11.2 Любое число может стилть средним, столбиом определенного ко- 
личества средних матриц. 


Доказательство. Возьмем любое натуральное число №. Разделим это число на про- 
стые числа л(п), п < №. Из полученных остатков составим столбец М, который соот- 
ветствует числу №. Разделив числа (№ — п), (М -п+1),-.. , М-+ п на простые числа 
п(п), составим из их остатков столбцы, которые вместе со столбцом № образуют мат- 
рицу Ми, 2и-1 (Л — п), т = п(п). Эти столбцы расположены с двух сторон столбца №. 
Эта новая матрица есть средняя матрица исходной матрицы Мтиэм+1(1), т = п(п). 
Средний столбец этой матрицы соответствует числу №. Следствие 11.2 доказано. 


Следствие 11.3 Если из двух сторон матрицы Мт,2=-1(А), т = п(п), средний стол- 
бец которой соответствует числу А* зачеркнуть столбцы 


А — т, № м-+ 1... , А, АТ... . А-а, 


где 1 < п < п, то незачеркнутые столбцы совместно со столбиом А* будут образо- 
вывать матрицу, которая есть средняя матрица прежней матрицы. 
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Доказательство тривиально. 


ее 


Замечание. Теорема 11.1 своими следствиями ограничивает „положительный“ уча- 
сток числовой оси, который подлежит изучению. Но принимая число 0„ как нату- 
ральное можно свойства, среднего столбца и средней матрицы распространить и на 
отрицательный участок числовой оси, считая 0„ средним столбцом матрицы, крайние 
столбцы которой соответствуют числам —а и -+а. 


Теорема 11.2 Средний столбец матрицы Мп р2(1), где 2 < р - простое число, т = 
п(р), соответствует простому числу Ру, В, >Р. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу М», р2(1), где т = л(р). Так как ее крайние 
столбцы соответствуют нечетным числам, то она обладает средним столбцом. Обо- 
значим его А*. С двух сторон этой матрицы зачеркнем те столбцы, которые имеют 
нулевые остатки в строках 1 << т. 

Заметим, что число А* не зачеркнуто, потому что, не может содержать простых 
нечетных делителей < р. Так как А* есть и средний столбец матрицы Ми, р2+2(0в). 
В противном случае получим, что число 1 составное. Число А* находится на равных 
расстояниях от числа 0» и от числа р? + 1. Но его не нужно путать со средним ариф- 
метическим чисел Ти р?, или (-1) и р’. Поэтому делитель числа Л* находится не в 
столбце, который соответствует числу 0, = Пу рь, т = п(п),п = р, а в столбце, 
который соответствует числу 0 (ноль), и считаем, что оно кратно всем числам. 

Число А* получит нулевой остаток только тогда, когда ширина матрицы М, р? (1) 
станет равной т», т.е. когда мы будем иметь т = т» = п(Л*). 

Таким образом получаем, что А* не имеет простого делителя < [14/222], следовал 
тельно А* - простое число. Теорема 11.2 доказана. 


Следствие 11.4 Если число р? —1 не кратно 5, то число р? + 1 кратно 5, где р - 
простое число. 


Доказательство. Если число р? заканчивается цифрой 1 (р заканчивается цифрой 
1 или 9), то число р? — 1 кратно 5. А если число р? заканчивается цифрой 9 (р закан- 
чивается цифрой 3 или 7), р? + 1 кратно 5. Следствие доказано. 


Теорема 11.3 Уравнение 
о”, (11.1) 


где 0 < х<у<х, (1,9) =1 (1,2) =1, (9,2) = 1, имеет решение в целых числах, если 
хоть одно из этих чисел не содержит, более двух простых нечетных делителей. 


Доказательство. 
Известно, что числа 


в=а? +, у=а? - В, х= 25 (11.2) 


удовлетворяют уравнению (11.1) тогда и только тогда, когда а и 6 числа различной 
четности и (а,6) = 1. 

Симметричность уравнения (11.2) позволяет рассмотреть случай 

1) За, 26, 21с. 

Я 5 

Потому что одно из чисел а, 6, с должно быть четным. 

Рассмотрим фокусы матриц, составленных из чисел =? — а? = Ри? -ф? = а? 
(См. Теорему 10.2. 
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Нетрудно убедиться, что условие (а, 2) = 1, (2,6) = 1, (а, 6) = 1 необходимо, но не 
достаточно, чтобы числа а, 6, с удовлетворяли уравнению (11.1). Потому что в фор- 
муле (11.2) значение х должно быть рациональным (целым положительным числом). 
Учитывая Теоремы 9.3, 9.4, получаем а = 2", 6 = р®, где р - простое число, 21", 2|3, но 
3 может быть и равным 0 (нулю). 


Определение 11.2 Подобные матрицы, которые в строках 1 <1< т = п(п) име- 
от, равное количество нулевых и ненулевых остатков, называются симметричными 
матрицами остатков. 


Теорема 11.4 Матрица остатков, обладающая, средним столбиом, обладает отре- 
деленным, количеством симметричными матрицами. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Микп(1), где 2, 21п, 1 < А <п-1, 
т = л(п). Она обладает средним столбцом, т.к. ее крайние столбцы соответствуют 
нечетным числам. 

Представим матрицу Ми кп(Т) в виде 


Мтькт (1) = Мтьи(1) + Мть(п + 1) +... + Ми» т + 1) = 
— ео) + Мт, 2. (2% - 1) ...- Мт, 2. (т - 1) = 


= Мт,(1) + Мт,^(А + 1) = №2 1 1) + И 


где А = [&"]. 
Нетрудно заметить, что все матрицы 


Миж(п + 1),...,Мтт(тъ + 1) 


являются симметричными с матрицей Ми»(1) и между собой. Зачеркивая все те 
столбцы у этих матриц, в каждом из которых есть минимум один нулевой остаток 
в строках 1 < { < т, получим теорему. Потому что в каждом из них окажутся 
незачеркнутыми [105 п] столбцов, но необязательно чтобы эти незачеркнутые столбцы 
соответствовали простым числам. Среди них могут быть числа вида 2", п < 2" < кпи 
числа вида 2"рь, п < рь < кп. Об этом свидетельствует формула Глт(1) + и(1) = т(п), 
где 7 порядковый номер столбца данной матрицы, р > п - простое число. 

Тоже самое можно сказать про всех симметричных матриц которые находятся 
между двумя знаками равенств. Хотя не все незачеркнутые столбцы симметричных 
матриц соответствуют простым числам, одновременно они дают возможность точно 
определить проблему криптографии, если принять, что ® = [ММ] или п = [085 М], 
где М > п. 


Пояснение. Доказательства, теорем и следствий этой главы подсказывают, что глав- 

ная задача математических расчетов на числовой оси является выяснение истинной 

сути числа 0 (ноль) как начало числовой оси (начало расчета). Теория матриц остат- 

ков, используя понятие натурального нуля (0), облегчил решение этой задачи. По- 
7% 

тому что из 0, = [| ре, где т = п(п), следует Глю(п) - итж(п) = л(п). Выяснилось, 
2—1 

что не только столбец матрицы Мио, (1), но и Мт,о,„ (2), Мт,20,„ (2 0» + 1), т.е. числа 

1, Ор + ЪТ, 20; + 1 не кратны простым числам фу, 1 < фт; < 0., т.е. они простые числа, 

или точнее понятие простого числа относительное и зависит от направления расчета 

на числовой оси. 
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Таким образом, понятие любого числа на числовой оси стала относительным. Сле- 
довательно, математика, на числовой оси нам дает относительные результаты и с этим 
нужно считаться. При доказательстве всех теорем и следствий до этого учитывали 
это. Думаю и в дальнейшем не забудем об этом, особенно, что матрицу Мткп(1) можно 
разделить на подобные матрицы с длиной К и шириной т = л(К). 


Глава 12 


Простые числа в определенных промежутках 
чисел, и оценка их количества с двух сторон 


Теорема 12.1 
п(п) — [ю52п] —1<л(2п) — п(п) < л(п) + [ю52т] + 1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Мтт(1) и Мии(п- 1), где т = п(п). Расши- 
рим эти матрицы, т.е. каждое число, соответствующее каждому столбцу этих матриц 
делим еще на квадрат простого числа ра, где 2 < ра < М2, и на 2”, где И Е, 
Полученные остатки записываем в соответствующем столбце данной матрицы. Общий 
вид расширенной матрицы обозначим М», п(А), т» = т + т», где т = л(п), т» = 
п(М2п), ра 2 2. Разность нулевых остатков имеет вид 


Мт. (п +1) — Мт. п (1) = с„ (ть, п +1, п). (12.1) 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый из которых содержит минимум 
два нулевых остатка. 
* 
1) В матрице Ми, „(1) количество незачеркнутых столбцов обозначим Ат. Имеем 


# < л(п) + [082 п]. 
А количество зачеркнутых столбцов К1, где 
К >п- Е =пт-л(п) — [052]. 


2) В матрице Ми, п(п + 1) количество незачернутых столбпов обозначим Ад. По- 
лучим 
Ка = п(2т) —л(п) + 1. 


А количество зачеркнутых столбцов №2 равняется 
2 =п-п(2%) Е л(п) — 1. 


Потому что среди чисел п--1, п-2,..- ‚ 2п есть одно число вида 2", где п < 2" < 2. 

Расставим столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, 
чтобы сначала расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые. Учиты- 
вая соотношение (5.1) и то, что количество столбцов в матрицах равны между собой, 
получим соотношение 


п(п) — [052п] — 1<л(2п) — л(п) < л(п) + [052т] + 1. 


Теорема доказана. 
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Теорема 12.2 Справедливо неравенство 


[(п)] — [оз Уп] — 1 < я(2п) — я(®) < (и) + [ювз Уп] +1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Мтп(1) и Мии(п +1) где т = п(п). Расши- 
рим их так же, как в Теореме 12.1. За исключением того, что теперь 2 < ру < у2п, 


но ра 7 3. 
Зачеркнем все те столбцы этих расптиренных матриц, каждый из которых содер- 
жит минимум два нулевых остатка. 
1) В матрице М», »(1) количество незачеркнутых столбов 1 равно 
* 
К =л(п) + [053 т]. 
А количество зачеркнутых столбцов №1 равно 
=: 
& <п- А =п-л(п) — [0831], 


т.к. столбцы, соответствующие числам 1,2,3 не зачеркнуты, а числа 2 и 3 одно- 
временно и простые, и вида 2", 3". 


2 В матрице М», „(п + 1) количество незачернутых столбцов обозначим А5 
Ко < л(2п) —л(п) +1, 


потому что возможно существует число 3", такое, что п < 3" < 2п. Обозначая 
количество зачеркнутых столбцов Ко, получим, что Ё2 удовлетворяет неравен- 
ству 

К2 > п-п(2п) +т(п) — 1. 


Расставляя столбцы матриц так же, как при доказательстве Теоремы 12.1, получим 


п(п) — [1053 Уп] -1<л(2п) —п(п) < л(п) — [053 Ут] +1. 
Теорема 12.2 доказана. 


Теорема 12.3 Имеют место соотношения 


п? 12 
2 ("> — [1052 ,]) —1<л(п?) < 2т(-5-) — 1052 п] + 1. 





(>) ее 1 <л(п?) < (>) й | Я 


Доказательство. Рассмотрим матрицу матрицу М», и2(1), где т = т(Л),А = [#2 
Расширим эту матрицу, т.е. каждое число, соответствующее каждому столбцу этой 
матрицы, делим на квадрат простого числа, ра, где 2 < ра < [М2п?]. И еще делим 
на 2", где п < 2" < 2п. Полученные остатки записываем в соответствующие столбцы 
матрицы. 

Ширина матрицы станет т» = л(Л) + л(п) = т -+ т», где т = л(Л), т” = п(п), 
учитывая и строку, которая соответствует числу 2". 

Так как расширенную матрицу М, „2(1) можно представить в виде 


Мт„ 2 (1) = Мт,х(П) + Ми, (А+, 
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где т, = п(Л) + л(п). Номера строк 1. = 2+, А = [= . 

Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть минимум два, 
нулевых остатка, в строках 1 << т, 1 <ф <. 

1) В матрице М», л(1) количество незачеркнутых столбцов АТ = л(Л) + [082 п], а 
количество зачеркнутых столбцов равно А1 = А— л(Л) — [082 п] = А- #1. 

2) В матрице М», (Л -+ 1) количество незачеркнутых столбцов обозначим К, а 
зачеркнутых - 2. Получим соотношения 


к < м — 2 [085 п] + 1, 


или 
К > К — 3 1052 п] — 1. 


Потому что количество зачеркнутых четных столбцов (соответствуют четным чис- 
лам) в матрице М», (Л + 1) больше на величину 


[оё2 п] + | т. о. } , 


чем количество зачеркнутых четных столбцов матрицы М», (1). 

Расставляя столбцы матрицы М», л(1) и матрицы М». л(Л+1) по максимальному 
количеству нулевых остатков так, чтобы с одного конца стояли зачеркнутые столбцы, 
а потом не зачеркнутые, и сопоставляя матрицы в таком расположении столбцов, 
учитывая соотношения 


Мт. х(^ Е 1) = Мт...^(1) == с*(т», п, А), 


Мт.2(1) = Мт,, (21 1) + №. ,^(212) 


получим 
2 


Им п 
2 ("<> — [1055 ,]) —1<л(п?) < 2т(-5-) — [052 п] + 1. 


2 1052] —1< #1 — А < 3 052т] + 1, 


2 ( 





т Зп (п) п? п(п) 
2 4 2 

Теорема 12.3 доказана. 

Следствие 12.1 Справедливо соотношение 


п(п(п + 1)) — [082 п] —-1< (п?) < л(п(п — 1)) + [ют] + 1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы М», „2(1) и Ми, „(п + 1), где т = п(п?). 
Аналогично теореме 12.3 расширим их и зачеркнем их столбцы. 
1) В матрице Ми, „з(1) количество незачеркнутых столбцов есть 


т=л(и”) + [082 п] 


2) В матрице М, п2 (п + 1) количество незачеркнутых столбцов 


АЗ < п(п?) — (п) + [ювз п]. 
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Так как количество тех столбцов, каждый из которых содержит минимум два 
нулевых остатка у матрицы М, „з(п-+ 1) максимум на л(п) — [085 п] + 1 больше, чем 
зачеркнутые столбцы матрицы М, „2 (1), получаем формулу 


п(п(п + 1)) — [055 п] — 1 < л(п2) < л(п(п — 1)) - [025 п] + 1. 
Следствие 12.1 доказано. 
Теорема 12.4 Если т = л(п), то имеет место соотношение 
т? — [1052 п] — 1 < л(12) < т? + [юд2п] + 1. 
Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, „2(1), ее можно представить в виде 


Мю, и2 (1) = Ми, ^(1) + Мт,,х(А +1), (12.2) 


где т» = (Л) + л(п), А = [1 .. 

Матрицы из формулы (12.2) расширили и зачеркнули в них столбцы, как в Тео- 
реме 12.3. Из столбцов л(Л) + ов. мл, которые не зачеркнуты в матрице М», л(1) 
один столбец, который соответствует числу 1, не имеет нулевого остатка (пустой). А 
каждый из других л(Л) + ов Ух — 1 столбцов имеет по одному нулевому остатку. 


В матрице Ми, (Л -+ 1) в зачеркнутых столбцах добавились максимум п(п) + 
[052 п] + 1 нулевых остатков. 
Так как при 2|п количество зачеркнутых четных столбцов матрицы М», (Л + 1) 
больше, чем количество зачеркнутых четных столбцов матрицы М», л(1) на [1085 п] - 





1, а количество незачеркнутых нечетных столбцов меньше максимум на л(п)-— [1055 п]— 
1, следовательно, учитывая соотношение 


получим 
т? — [055 п] — 1< л(п2) < т? + [055 п] +1, 


где т =л(п). 


Потому что, если п? 


показывает количество столбцов матрицы М2 (1), то т? и 


[052 п] характеризуют разность количеств столбцов матриц Ми, л(Л -+ 1) и Мт,^(1), 
которые соответствуют простым числам. Теорема 12.4 доказана. 


Следствие 12.2 Имеет место соотношение 
21 (п?) — 1025 п] — 1 < п(21?) < 2.(п?) + [082 п] + 1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, 22 (1), расширяя ее и зачеркивая столб- 
цы, как в Теореме 4.3, и рассуждая аналогично с доказательством Теоремы 12.4, по- 
лучим Следствие 12.2. 


Замечание. Принимая число „Ноль“ кратным всем целым числам, автоматически 
принимается, что число 1 (1 - масштаб числовой оси) не делится на любое число. Это 
приводит нас к тому, что составное число имеет минимум два простых делителя, т.е. 
простое число делится только на 1, и число 1 есть “абсолютно простое число”, т.к. не 
имеет других делителей на данной числовой оси. 
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Следовательно, на числовой оси число кратно не самому себе, а кратно своему 
порядковому номеру. 

Можно согласится, что это более логично, чем считать, что число делится на само- 
го себя, потому что имея 30 яблок, 6 детям можем отдать по 5, 5 детям поб, 10 по 3, 15 
по 2, а 30 по 1. Если из 30 детей только одному отдать 30 яблок, а 29 детей оставить 
без яблок, то это будет не только несправедливым, но и нелогичным. Этот пример 
показывает, что процесс деления на числовой оси тоже зависит от точки отсчета, и 
число п отдалено от точки 0 на п отрезков единичной длины, и никто не сможет га- 
рантировать, что любой из этих отрезков можно разделить на п1 равных частей, где 
1 < м < п. Если заранее не предполагать, что этот единичный отрезок состоит из 71 
равных частей. Теорема, Фалеса на числовой оси неточна, и привела, существующую 
математику к “порочному кругу” непрерывности числовой оси и относительности ма- 
тематических операций на числовой оси. Мы можем разделить произвольный отрезок 
на две равные части с помощью циркуля и линейки. Но тогда возникает проблема, к 
какой половине отнести центральную точку? Ведь на числовой оси числа представля- 
ются отрезками. Именно в этом смысле мы и считаем, что теорема Фалеса неточна. 

Существующая математика основано на аксиоме, что 0 кратен всем целым чис- 
лам, т.е. 0 делится без остатка на все целые числа. Но на числовой оси эта, аксиома, 
приводит к ограничениям. Или точнее, к противоречиям, как например, что число 
„Ноль“ равно сумме или разности всех чисел. Не учитывая их, сталкиваемся с огром- 
ным количеством проблем в различных разделах математики. Цель математики не 
только найти и использовать различные соотношения. Например, не только рассмот- 
реть соотношения 27 + у? = 22, 12 + у? =т?, 312 а + с05? @ = 1 и использовать их но 
отдельности, но и выяснить их взаимосвязь. 

Теория матриц остатков использует понятие натурального нуля 


т 


0, = ПП» ИЕ), 


=1 


Ограничивает отрезок числовой оси длиной кп, где К < п - любое натуральное чис- 
ло, и изучает числа, которые образовались на участке Ап при помощи всевозможных 
комбинаций чисел, которых на числовом отрезке [1,п] называем простыми. Поэто- 
му теория матриц остатков не оставляет белых пятен на числовой оси и постепенно 
раскрывает их. 
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Глава 13 


Степенные матрицы остатков 


Определение 13.1 Матрица остатков называется степенной, если количество ее 
столбиов равно целой степени, натурального числа. 


Общий вид степенной матрицы обозначим 
К—1 
Мтвк(п), т=т(т о), 


где К > 1 - натуральное число. 

Сначала рассмотрим матрицу Мти»(п), т = п(пР- К), и2 < р- простое число. 
При любой четности числа п матрица Ми» (п) обладает средним столбцом, потому 
что ее крайние столбцы соответствуют числам одинаковой четности. 


Теорема 13.1 Средний столбец матрицы Мтп»(п), где т = п(пР-1), содержит ну- 
левые остатки не только в строках, которые соответствуют, нечетным, простым 
делителям, числа п, но и в строке, соответствующей числу р. 


Доказательство. Так как крайние столбцы матрицы Мт»и»(п) в строках, соответ- 
ствующих простым нечетным делителям числа п, (если они есть), имеют нулевые 
остатки, следовательно, и средний столбец этой матрицы имеет эти нулевые остатки. 
Чтобы убедиться в том, что средний столбец этой матрицы имеет нулевой остаток, в 
строке, соответствующей числу р, к двум сторонам матрицы Мил» (п) добавим по п 
столбцов. Получим матрицу Мтив+2.(0»). Так как р|0, то р|А*, где число Л* соот- 
ветствует среднему столбцу матрицы Ми п+2»(0»,). Но А* соответствует и среднему 
* 
столбцу матрицы Мезень где 1 < п: < р. Следовательно, р|А*. Теорема 13.1 
доказана. 


Следствие 13.1 Средний столбец матрицы М»т„пр-кп(0»), где 2 < р < п - простое 
число, в строке, соответствующей числу р, содержит, нулевой остаток, если 1 < 
К < п. 


Доказательство вытекает из доказательства Теоремы 5.1, потому что средний стол- 
бец матрицы Ми пт-+кр(0в), где т = п(пР-Г), по отношению к среднему столбцу мат- 
рицы Ми пь-+р(к—1)(0») перемещен на числовой оси на расстояние р, которое опреде- 
ляется столбцами. 


Следствие 13.2 Средний столбец матрицы М»т,п»(Т), где 21п, 2 < р - простое 
число, т = т(пР-Г), содержит нулевые остатки в строке р и в строка ре, где 
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Доказательство. Допустим, что А” есть средний столбец матрицы Мти»(1), где 
т = л(пР 1), 2 < р- простое число 21 п. Отметим, что при 21 Л количество четных 
числ между числами 1,2,-.-,А* на единицу меньше, чем количество четных чисел 
между числами Л* + 1, Л* + 2,...,2А*. К обеим сторонам матрицы Ми» (1) прибавим 
по одному столбцу, которые соотвествуют числам Ом и пР + 1, где 21 п, в результате 
получим матрицу Мии2+2(0»). Так как р|0». Следовательно, р|пР + 1, потому что 
пР +1 = 2^* и А* есть средний столбец матрицы Мти»-—2р(1). Кроме того, А* есть 
и средний столбец матрицы Мти»-+2т(2р -+ 1). Поэтому ри А*, если рут, где рр > 2 - 
простые нечетные делители числа 7, если они есть. 


Следствие 13.3 Средний столбец матрицы Мт,2"—1(1), т = п(п), отдален от, ее 
крайних столбиов на равные расстояния, и сумма нулевых и ненулевых остатков в 
нем равна п(п). 


Доказательство. Так как крайние столбцы матрицы М»т,2—1(1) соответствуют нечет- 
ным числам, следовательно она обладает средним столбцом, который соответствует 
числу п. Средний столбец матрицы Мт,2„_1(1) обозначим п. Тогда количество всех 
остатков столбца п. есть 
* * = 
ит (т) -В Ги (п) т п(п), 


где и» (п) - количество различных простых делителей числа п, каждый из которых 
меньше или равен п, а [* (п) - количество ненулевых остатков среднего столбца %., 
каждый из которых меньше п. 

Так как п, является не только средним столбцом матрицы Мт,2и—1(1), но и сред- 
ним столбцом матрицы М»т,2..-+2(0»), потому что она составлена из чисел 0»,0» + 
1,..., О» + 2п. Следовательно, дальность (определяется количеством столбцов) сред- 
него столбца п от О» и от 2п равны между собой. и равны п отрезков единичной 
длины. 


Теорема 13.2 Если средний столбец матрицы Мти» (т), где т = п(р), р - про- 
стое число, в строке р содержит нулевой остаток, то крайние столбцы матрицы 
Ми. 2ир-+1(Кр) тоже имеют нулевые остатки в строке р, здесь К - натуральное чис- 
ло. И обратно, если крайние столбцы матрицы имеют общие нулевые остатки, то 
эти остатки ‘имеет, и средний столбец. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, 2ир-+1(Кр), где т = п(р), иК > р- нату- 
ральное число. Она составлена, из чисел 


(К — Тр, (Е — Пр-+\1...., Кр, Кр-+1,..., (Е Тр. 


Ясно, что средний столбец этой матрицы, который соответствует числу Кр, и крайние 
столбцы, которые соответствуют числам (К — ри (К + Пр имеют нулевые остатке в 
строке р. Нетрудно заметить, что и матрица, составленная из чисел 


(Е — Кр, (К — )р+1,...,Кр, Кр -+1,..., (К + Кр, 


в среднем и крайних столбцах имеет нулевые остатки в строке р, где К > р, а К! <р- 
произвольное простое число. 
Рассматривая матрицу, составленную из чисел 


ОО ай МЭ. 
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где 0» = [№ рь, и расширяя ее, т.е. увеличивая ширину т этой матрицы так, чтобы 
она стала т», где т» = л(2рР), получим матрицу Ми, 0„+2(2). Заметим, если 0» = 
Пр ре, где ть = л(2рР), то средний столбец этой матрицы, которая состоит из чисел 


Оба ака ВОР 


имеет нулевой остаток в строке р. Крайние столбцы этой матрицы тоже имеют нуле- 
вые остатки в строке р. Потому что р|0„, р|2Р. Так как р|рР, следовательно, р|п? — 
п, рп, рр, р]пр + р и обратно. Теорема 13.2 доказана. 


Следствие 13.4 Если х — у кратно р ир > 2, то 1? — уР кратно р?. 


Доказательство тривиально, т.к. если 1 — у кратно р, гдер > 2 - простое, а т.ч - 
натуральные числа, тогда это означает, что х >> у, т >> р. Поэтому 1 = Ёр + у, где 
К - тоже натуральное число. Таким образом, получаем что (Кр + у)Р — уР кратно р?. 


Замечание. Из этого Следствия вытекает малая теорема Ферма, потому что сводится 
к 1Р — т кратно хр, где тр означает, что на числовой оси на отрезке [1,22] имеется р 
чисел, которые делятся только на х. Это числа 1,12,...,1Р. Также на этом отрезке 
имеется р — 1 чисел, которые кратны только рх. Это числа хр, (2р)?,...,(тр)Р". 

Из Теоремы 13.2 можно получить теорему Вилсона: (р — 1)! + 1 кратно р и 0! = 1. 

Таким образом, ограничивая числовой отрезок [0 2п], сводим его к отрезку |-п, п]. 
Числа, которые мы называем натуральными, становятся остатками при делении боль- 
ших чисел на малые. Например 2р : 2 = р, учитывая, что р одновременно есть остаток 
от деления р? :р, р? : р. Потому что среди чисел 1,2,...,рР имется р чисел, каждое 
из которых кратно только р, т.е. они имеют вид р*. 

Это числа р, р?,...,1Р. 

Малая теорема Ферма и теорема Вилсона показывают, что метод математической 
индукции и метод решета - главные методы изучения числовых соотношений на чис- 
ловой оси. И в Матричной математике эти методы объединяются. 
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Глава 14 


Фокусы и фокусные расстояния в матрицах 
остатков 


14.1 Введение 


В матрицах остатков каждый столбец характеризуется не только нулевыми остатка- 
ми, но и ненулевыми. В Следствии 13.3 была получена формула 


т) + =) = п(п), Ги = пп) =т. 


Здесь 7 - порядковый номер столбца. 

Возникает вопрос, по отношению какого столбца определяется номер столбца 1? 
Ведь матрица остатков имеет два крайних столбца, поэтому роль смежных матриц 
становится решающей. 

Рассмотрим смежные матрицы Ми»(Л) и Мш»(Л + 1), где (п) = 7%. Так как эти 
матрицы отличаются только столбцами, которые соответствуют числам А и А+ т, а 
остальные столбцы у них общие, следовательно они, объединяясь, образуют новую 
матрицу, которая составлена из чисел Л, А +1,..., А+ п. Ясно, что при 2|п новая 
матрица обладает средним столбцом, который можно обозначить А*. Число, соответ- 
ствующее А*, назовем фокусом, а числа Ли А+ п назовем побочными фокусами новой 
матрицы. 

Каждое из чисел А, А* и А- п характеризуется нулевыми и ненулевыми остатками, 
которые по абсолютной величине меньше или равны п. Поэтому становится интерес- 
ным определение не только их количество, но и их расстояние от среднего столбца и 
от начала числовой оси. 


14.2 Фокусные расстояния в матрицах остатков 


Общий вид матриц, обладающих средним столбцом, обозначим Мт,2и—1(1), где т = 
п(п). Средний столбец этой матрицы соответствует числу п, а крайние столбцы чис- 
лам 1 и 2п — 1. Следовательно, число п является фокусом, а 1 и 2п — 1 - побочными 
фокусами этой матрицы. 

Если фокусы матрицы показывают количество столбцов (целочисленных точек 
на числовом отрезке), то фокусные расстояния показывают количество отрезков еди- 
ничной длины (масштабы числовой оси), которые плотно расставлены между этими 
столбцами (точками). Поэтому фокусные расстояния всегда на 1 меньше, чем коли- 
чество точек на данном числовом отрезке, с помощью которых составлена данная 
матрица. 
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Если рассматриваются матрицы Ми.2и—1(Л), где т = п(п), 2|Л, то приходится 
определить фокусные расстояния не только по отношению к фокусам, но и по отно- 
шению к началу отсчета. 


Теорема 14.1 Любая квадратная матрица, которая обладает, средним, столбиом, 
обладает, фокусами и фокусными расстояниями. 


Доказательство. Рассмотрим квадратную матрицу Ми, ь2(1), где т = л(р). Она 
обладает средним столбцом, который соответствует простому числу (Теорема 11.2), 
этот столбец назовем главным фокусом этой матрицы. 

Так как 


Мир? (1) = Мт,2р—1(1) + Мт,2р-1(2р) + Мт,2р-1(4р) +... + Мт,2р-—1(Л), 
где л=р(р- 2). 

Тогда число р? является фокусом, а числа р(р — 1) и р(р + 1) являются побоч- 
ными фокусами матрицы Ми, 2„_1(^). С другой стороны, если рассмотреть матрицу, 
составленную из чисел 


= (14.1) 


то матрицы, которые фигурируют в формуле (14.1) по отношению к среднему столб- 
цу тоже имеют фокусы и фокусные расстояния. И если средний столбец называл 
ем главным фокусом, то р и р? являются фокусами сдвинутых матриц Мт,2р(1) и 
Мт,2р((ф — 1)? - 1), которые по отношению к среднему столбцу передвинуты на рав- 
ные расстояния. 


Следствие 14.1 Если (п) = 1, то число п, является средним столбиом некоторой 
квадратной матрицы. 


Доказательство. По условию Следствия имеем, или п = рь - простое число, или 
| 
п = 2". 


1) Прип = рх - простое число рь соответствует среднему столбцу матрицы Мир? (1), 
где т = л(р), потому что средний столбец матрицы М»„,р2 (1), где т = п(р),р > 2 
соответствует простому числу рк. Это следует из Теоремы 11.2. 


2) При п = 2^ тк. 2.2^ = 2+1 следовательно, 2* соответствуют среднему столбцу 
матрицы Мт,о„-2 (0). 


Глава 15 


Проблемы простых чисел — близнецов 


Если разность двух простых чисел равна |2|, то их называют простыми близнецами. 
Например 3 и 5 или Ти 5. Со времен Архимеда существует предположение, что ко- 
личество простых близнецов бесчисленно, но оно пока не доказано. Существование 
взаимно простых чисел -1,+1 подсказывает, что проблема простых близнецов есть 
следствие основной аксиомы числовой оси, которая гласит, что число 0 (ноль) крат- 
но всем целым числам. Остается доказать это следствие. Собственно говоря, надо 
доказать более общее следствие. 


Рт-т — Рт = а 


где а ит - натуральное число, 21а. 
Ясно, что при г = а = 1 получаем проблему простых чисел близнецов. 


Теорема 15.1 Если функции }*(2п) и *(2п?) показывают количество простых близ- 
нецов < 2п и < 212, то справедливо неравенство 


1 (21?) — 1" (2п) > Р(2п). 


Доказательство. Рассмотрим матрицу остатков Ми, 2и2 (1), где т = л(2%). Расши- 
рим ее, т.е. каждое число, соответствующее каждому столбцу этой матрицы, разделим 
еще на квадрат простого числа в, где < РР. < [\/2р?]. Полученные осталки запишем 
в соответствующие столбцы данной матрицы. 

Зачеркнем все те столбцы этой матрицы, каждый из которых содержит как мини- 
мум два нулевых остатка, в строках 1 < &% < Е, где 


Теа и © = В) 2 Му мы ПЕР 


Обращая внимание на столбцы матрицы М, и2(1), которые соответствуют числам 
1,2,3,...,п2 заметим, что среди них количество незачеркнутых столбцов есть 


К* = л(п2) + [02 п?]. 


Потому что столбец, который соответствует числу 1, тоже не зачеркнут. 

Рассмотрим столбцы матрицы М», 2 (п? + 1), которые соответствуют числам п? + 
1,712-2,...,2п2. Среди них незачеркнутыми являются столбцы, которые соответству- 
ют числам Рь, где п? < Р, < 212, и числу 2", где п? < 2" < 2и2. 

Если их количество обозначить Ко, то 


К = л(2т2) — п(п?) + л(п) + 1. 
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Поэтому 
Поз» 2п?] — 1082 п] > [о8> п] + 1. 


Так как матрицу Ми, 22_1(1) можно представить в виде 


Ми, 2т?—1(1) = Ми, (1) Ми. (21+ 1) + Мн, 2 (Ап)... Ми... (2т?—2п—1). 


Следовательно любая из матриц Ми, 2® (Л), где ® > 10, Л > 2, (Л, п) = (п), с зачерк- 
нутыми и незачеркнутыми столбцами, сопоставляя с матрицей Ми».2.(1) заметим, что 
они суммарно имеют не менее чем [1055 п] незачеркнутых парных столбцов, которые 
составляют простые числа близнецы. Это объясняется тем, что матрица Ми, 2и2_1(1) 
обладает средним столбцом соответствующий числу Л* = п, и незачеркнутые столб- 
цы (в том числе и те, которые составляют простые близнецы) при любой четности % 
по отношению столбца (числа) п? рассположены симметрично. Поэтому 


1" (21?) — 1" (2п) > Р(2п), 
т.е. простые числа близнецы бесчисленны. 
Теорема 15.2 Если 2Р —1, где р - простое число, че кратно 5, то оно простое число. 


Доказательство. Если р - простое число, то число 22 + 1 кратно 3. Поэтому и число 
2Р —2 кратно 3. Из этого следует, что возможно одно из чисел 2Р — 2, 2Р + 1 кратно 
т 
5. Но шагая с точки (числа) 0, = [|], т = л(п) с длиной шага 2, те. шаг равен 
двум отрезкам единичной длины, = через некоторое количество шагов наступим 
на точку (число) 2Р —2 и выяснится, что 2Р — 2 не кратно 5, это значит, что числа 
22 —4и 2Р {+ 1 = 2Р — 2-3 кратно 5, и число 2Р — 1 простое. Потому что и четные 
и нечетные числа можно привести к одинаковой размерности. Разность ближайших 
четных и нечетных чисел равно 2. То есть и четные и нечетные числа можно свести 
к сумме определенного количества, двоек (начиная от столбца 0», или от столбца 1). 
Из Теоремы 6.3 мы знаем, что если р — простое число Мерсена (М), то 22 —1=4 
тоже простое число. Это подтверждает Теорему 15.2. 


Замечание. Теорема 15.2 доказывает, что процесс умножения (деления) на числовой 
оси не всегда есть короткое сложение (вычитание), как это принято считать. Пото- 
му что результаты этих операций относительные, т.е. определяются по отношению к 
различным точкам, но в одном направлении. 


Теорема 15.3 Между двумя последовательными простыми числами Ферма (Е,) 
имеется минимум, одно простое число Мерсена. 


Доказательство. Теоремы 6.3 и 6.4 утверждают, что 


О реб, (0) И (2°) "25: 


МЗ, Мы 9 ЕЕ, Ма: 


Следовательно, учитывая, что самое малое число Мерсена - это 3, а самое малое 
простое число Ферма - это 5 (1 не считаем простым числом), получим 


Ве М © Роза 


Так как простые числа Мерсена (Мр) можно получить и по серии Мр = =: 
З1, и они тоже находятся на положительном участке числовой оси. Следовательно, 
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возможно, что между двумя последовательными простыми числами Ферма попало 
более одного простого числа Мерсена, как например для чисел 


17 < 31 < 127 < 7257. 


Такой набор простых чисел Ферма (Ё›) и Мерсена (М») не исключено, потому что 
они тоже зависят от направления их расчета, и Теорема, доказана. 


Следствие 15.1 Если 0, = Пу ре, т = п(2”) и и(2п) = 1, то числа 0», +1 и 0» —1 
- простые числа близнецы. 


Доказательство. Из Теоремы 15.3 знаем, что 0„ - 1 - простое число Ферма, если 
число 22” + 1 простое. По теореме 15.2 число 2Р — 1 простое число Мерсена, если р - 
простое число Мерсена. Следовательно, все зависит от и(п), т.е. имеем 


т=6б+1=5-2, 13 = 12+1= 11 +2, 19 = 18 +1= 17-2.... 


Такую же картину увидим на числовых отрезках [1,2,3,...,27 + 1 и [227 — 27 — 
1,227 — 27,27 — "+ 1,...,22 + 1|, если и(2т) =1и 2" +1=Е ‚2 +1= Е, - 
простые числа Ферма Р,. 


Теорема 15.4 Если т1(х) показывает, количество простыл чисел вида 4х— 1, а п2(т) 
показывает количество простых чисел вида 4х + 1, то имеет, место 
(29°) — л2(2р?) = [ово р] 
п1\2Р п2\2р ) — 1082Р.. 
Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу Ми, 2,2(1), где т» = т - пи, 
т = л(р?), т” = п(2р) которую представим в виде 


Мю, ‚эр? (1) = А, ра (21 1) + Ан (22). 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц в каждом из которых есть минимум 2 нулевого 
остатка в строках 1 << т, 1<й < л(2р). 


1. В матрице №,,. „2(21 1) количество незачеркнутых столбцов 


‚р? 
м =п(2р”), 
а зачеркнутых А1 = р? — А* (столбец соответствующий числу 1 тоже незачерк- 
нут). 
2. В матрице №, р2(2|2) количество незачеркнутых столбцов 
к" = 2п(р°) + 2[082 2), 
а зачеркнутых №2 = р? — #&. 


Расставляя матрицы №, р2(211) и №, р2(2|2) с зачеркнутыми столбцами так, что- 
бы с одной стороны располагались незачеркнутые столбцы а потом зачеркнутые и 
сопоставляя матрицы в таком расположении столбцов получим теорему так как малт- 
рицы имеют одинаковое количество столбцов. Следовательно, количество зачеркну- 
тых столбцов, которые кратны 5, на [1055 р] больше чем те столбцы, которые кратны 
3. Поэтому разность простых чисел вида 4х — 1 становится на [052р] больше чем 
количество простых чисел вида 44: - 1, т.е. 


п(2р?) — п(р?) = п(р*) - [0527]. 


и теорема не вызывает сомнения. 
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Следствие 15.2 Имеет место соотношение 
1" (2р”) — 1*(2р) > Р'(2ь). 
Доказательство. По теории матриц остатков имеем 


Гт(2р?) — (2?) = п(р), 


следовательно 











Гр?) = 1) = (О, +1) 


которое доказывает следствие 15.2, потому что количество простых чисел (столбцов) 
зависит от направления расчета. Если их рассчитываем начиная от числа 0» в пра- 
вую сторону, то числа л(р) считаются простыми, а числа [1055 р] составными, а если 
их рассчитываем начиная от числа 2р? в левую сторону, то числа л(р) становятся 
остатками от деления каких-то простых чисел на простые числа, р., где 2 < р; < ра 
числа [1052 р] становятся новыми простыми числами. Это объясняется формулами 


Ги (0) + (р) = п(р), Ги() + ь() =п(), 0, =. т=л(п). 
а 


Следствие 15.3 Имеет место соотношение 


па (р?) + л2(р’) = [ово р]. 
Доказательство следствия тривиально вытекет из теоремы 15.4. 


Следствие 15.4 При 1 < К < р имеет место п(Ер) = (Е — л*() + [055], 
п(Кр) = Кл*(р) — 1, где п*(п) - количество нечетных простых чисел < т. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу М, кр(1), где т» = т-+ т», т = п(р), т’ = 


п(МЁр), и представим ее в виде 
М, кр(1) = Мт, ь(1) + Мт.р(р) + Ми, р(2р) - --* + Ми, р((К — Пр). (а) 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц в каждом из которых есть минимум 2 нулевого 
остатка в строках 1 << т, 1<# <л(К) =п. 

В матрице М», р(Т), которая находится на правой части суммы (а), есть п(р) +1 
незачеркнутых столбцов, из которых только один пустой (не имеет нулевых остатков), 
а в других — только по одному нулевого остатка. 

В остальных матрицах этой суммы незачеркнутые столбцы пустуют (не имеют 
нулевых остатков), т.е. соответствуют простым числам рк, где р < рь < Кр. Так как 
количество этих матриц равно К — 1, и каждый из них подобен матрице Ми», р(1), сле- 
довательно каждый из них сопоставляя с матрицей М».р(1), по максимальному коли- 
честву нулевых остатков, получим следствие 15.4, т.е. суммарное количество простых 
стобцов в матрице М», кр(1) выражается формулами 


п(Ер) = (Е - Пл”(р) + [085Р] или п(Ёр) = кп" (р) — 1. 


Примечание. Следствие 15.4 нетрудно доказать и для матриц М, п(1), Ми, 2.(1), 
где 2] п. 


Глава 16 


Деление чисел на числовой оси 


В нашем сознании процесс деления производится как группирование имеющихся объ- 
ектов, независимо от какого объекта и в каком порядке их выбирают для группиро- 
вания. Выясняется, что числа на числовой оси тоже можно группировать. 

В Матричной математике числа группируются в виде матриц остатков. Как на- 
пример, если заданы 2п, последовательных натуральных чисел, то их рассматривают 
в матрицах Мии(А) и Мт»(^2), где т = п(п), А2 = М +п +1 или №Мив(2|Л) и 
АМти(2 ТА +1), т = лп(п). В том, или в другом случаях возникают вопросы, свя- 
занные со свойствами чисел в каждой матрице в зависимости от величины А, пи 
п(п). Чтобы ответить на некоторые из этих вопросов рассмотрим матрицы Ми, и2(1) 
и Мти? (п? + 1), где т = л(п?). 


Теорема 16.1 Справедливо соотношение 
п(п?) — 102. п] — 1 < л(22) — п(п?) < л(п?) + [02 п] + 1. 


2 ге 2 
Доказательство. Рассмотрим матрицы Ми и2(1) и Мтии?2(п” + 1), где т = л(п^). 
Расширим эти матрицы, т.е. каждое число, соответствующее каждому столбцу этой 
2 >. 

матрицы разделим еще на число ро, где 2 < ра < [М2п?] - простое число. Полученные 
остатки запишем в соотвествующем столбце каждой матрицы. 

При расширении матриц их ширина увеличится и станет т» = т + т», где т = 

2 % — /972 
п(п ), т =л(| 2% И Ра 7 2. 

Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть минимум два 
нулевых остатков в строках 1 < <т+т%. 

Обращая внимание на матрицы с зачеркнутыми столбцами, заметим, что 

1) В матрице М» „2(1) количество незачеркнутых столбцов 


т=л(п”) + [0827]. 


Здесь учтено, что столбец, соотвествующий числу 1, тоже незачеркнут. 
2) В матрице Ми? (п? + 1) количество незачеркнутых столбцов 


и = п(212) — п(п2) + 1. 


Так как среди чисел п? + 1, п? -+2,...,...,2т2 есть одно число вида 2". 

Расставляя столбцы матриц по максимальной выборке нулевых остатков так, что- 
бы с одной стороны расположились зачеркнутые столбцы, а затем незачеркнутые, и 
учитывая, что количество столбцов в матрицах равны, сопоставляя матрицы в таком 
расположении столбцов, получим соотношение 


п(п2) — [055 п] —1< л(2п2) — п(п2) < л(п?) + [082 п] + 1. 
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Теорема доказана. 


Теорема 16.2 Если а + В, гдеа > 0,6 > 0, 2 <р - простое число, кратное р, то 
аР + ВР кратно р?. 


Доказательство. Так как при а = 6 теорема верна, следовательно, при а 72 6 из за 
симметричности а + 6 мы можем принять а >> В, а >> р. Но тогда а = аф - 6, где а 
тоже целое число. То есть при делении а на р в остатке получается |6]. В противном 
случае мы не можем принять, что число 0 (ноль) кратно а, р и 6. Следовательно, 


(ра — БР? = (ра)? — р(ра)Р 16+... р(ра) - РТ - +В. 


Теорема доказана. 


Примечание. Доказательство Теоремы 8.2 тривиально получается из свойств матриц 
остатков. 


Теорема 16.3 Средний столбец матрицы Мт,л»(1), где т = п(№- 1), 21 А, содер- 
жит нулевой остаток в строке, соответствующей простому числу р > 2. 


Доказательство. Поначалу отметим, что строка, соответствующая числу р, это та 
строка, где помещены все остатки, возникающие при делении чисел 1,2,..., АР на 
число р. Так как ЛР — Л = Л(ЛР-1 — 1) кратно р и Л. Следовательно, если средний 
столбец матрицы М»т,л»(1) обозначить А*, то А* будет и средним столбцом матрицы 
Мт,о„-2(0»). Так как р|0в, то р|2А*, отсюда следует, что р|А*, если р > 2. Теорема 16.3 
доказана. 


Следствие 16.1 Уравнение 2? + уР = 2? при (т, у) =1, (5,2) =1, (9,2) =1 прир>2 
не имеет решений в целых числах. 


Доказательство. Допустим, что заданы матрицы М,» (1), Му» (1), где 21+,2 1 
у, (х, у) = 1. Если 1*, у* соответствуют средним столбцам этих матриц, то по Теоре- 
ме 16.3 имеем 2р|2х”, 2р|2у*, потому, что х* соответствует также и среднему столбцу 
матрицы М, (2+)? (25 + 1). Здесь 0», = 0. = Пре. Так как уравнение хР - у? = 22 
симметрично по отношению к неизвестным 1,9, то мы также можем получить, что 
2|22*, где =* есть средний столбец матрицы М», .»--2(2). Ясно, что при р > 2 получим 
(т, у, 2) =р, и уравнение 22 + уР = 2Р при (1,9) = 1, (1,2) = 1, (у,2) = 1 может иметь 
решение в целых числах только тогда, когда р = 2. 


Глава 17 


Функция л(п) и проблема криптографии 


Как известно, функция л(п,) показывает количество простых чисел, не превосходящих 
числа п, а и(п) - есть количество различных простых делителей числа п. Со времен 
Архимеда ищут способы более легким путем определить л(п) и и(п). Но эти методы 
становятся беспомощными, когда п -—} со. В современном развитии теоретической 
и прикладной математики функции п(п) и (п) имеют решающее значение. Поэтому 
любая область науки не обходится без электоронно-вычислительных машин (ЭВМ). В 
данной статье моя цель не привести факты, подтверждающие сказанное, а с помощью 
матриц остатков облегчить процесс определения величин п(п) и и(п), что является 
важной проблемой криптографии. 


Теорема 17.1 Имеет место соотношение 
(п(р))* — [ово р] - 1 < л(р°) < (п(р))* + [ово р] + 1. (17.1) 


Доказательство. Рассмотрим квадратную матрицу М»? (1), т = л(р), она обладает 
средним столбцом, который обозначили А*, ранее мы доказали, что А* соответствует 
простому числу. Расширяя эту матрицу, мы получили соотношение 


п((р+1)?) — [0522] -1<л(р”) < л((р- 1?) + [юр] +1. (17.2) 


Это следствие Теоремы 12.3. 
Возникает вопрос, как можно усилить формулу (17.2)? Ведь матрицу Ми, р?(1) 
можно представить в виде 





М, р2(1) = Ми. эр(1) + Мт. (2+1) +... + Ми, 2р((р — +1), (17.3) 
а также в виде 
Ми, р2(Р) = Мт, (Е) + Ми», (А+ 1), (17.4) 
ив виде 
Мт. р? (1) = М, (2 1 1) + №. (212) (17.5) 


Здесь А = [= | т. = т т», т = п(Л), т =т(М2^), ра 7 2. А также еще в виде 


Ми. р2(1) = Ми, р(Т) + Ми. рр ++... + Ми. р((ф- 1-1. (17.6) 
Равенство (17.6) символично можно представить в виде 
Мир? (1) = (Мир-1(1))? (17.7) 
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Величина р? показывает количество всех натуральных чисел на числовом отрезке 

2 
[1,2]. 

2 
Ей. = 

Рассмотрим матрицы Мт,л(1) и Мт.^(Л + 1), где Л = |ы ‚т = л(Л). Расширим 
их, т.е. каждое число, соответствующее каждому столбцу данной матрицы, разделим 
на 2 < р < [\/2р?] и нар < 2" < 2р. Полученные остатки запишем в данных столбцах 
каждой матрицы. 

Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый из которых в строках 1 < < 1-4. 
содержит как минимум два нулевых остатка. 

1) В матрице М, л(1) количество незачеркнутых столбпов 


Ат = л(Л) + [0522]. 
2) В матрице М», (Л + 1) количество незачеркнутых столбиов 
К = п(2^) — (Л) + 1. 


Потому, что среди чисел А +1, А-+2,...,2^ есть одно число вида 2". 

Расставим столбцы расширенных матриц по максимальному количеству нулевых 
остатков так, чтобы с одной стороны расположились зачеркнутые столбцы, а потом 
незачеркнутые. Так как количество столбцов матриц совпадает, сопоставляя их в та- 
ком расположением столбцов, получим соотношение (17.1). 


Следствие 17.1 Имеет место соотношение 
п((и + 1)2) — [022 п] —-1< п(п?) < (п(п- 12) + [052 п] + 1. (17.8) 


Доказательство. Следствие 17.1 нетрудно получить из доказательства Теоремы 17.1, 
если учесть, что формулы (17.1) и (17.2), можно усилить, учитывая и(п + 1), и(п) и 
и(п — 1). 


Следствие 17.2 Имеет место соотношение 





2[1082 п] —-1<л((п-+1)2) —л((п- 1)2) < 2[082 п] + 1. (17.9) 


Доказательство. Рассмотрим матрицу №, „2(211) и матрицу №2 (2|2), где т = 
п((п — 1)2). Зачеркнем все те столбцы у этих матриц, каждый из которых содержит 
как минимум один нулевой остаток в строках 1 <#< т = л((п — 1)?). 

1) В матрице №, „2(211) количество незачеркнутых столбцов 





*# =л((п + 1)2) - л((п — 1)2) +1. 


Столбец, соответствующий числу 1, тоже незачркнут. 
2) В матрице №, „з(2|2) количество незачеркнутых столбцов 


К = 2052 п]. 


Расставляя столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, 
чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркну- 
тые, и сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, получим соотношение 
(17.9). Следствие 17.2 доказано. 


Замечание. По этому следствию можно определить точное количество простых чи- 
сел в любом промежутке чисел на числовой оси. 
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Следствие 17.3 Имеет место соотношение 
п(М№) = (п(п))?, п = [084 М. (17.10) 


Доказательство. Так как 22М = 22, [ов №] = [09 2М№]. Допустим, что [084 №] = 
п, тогда можно не только оценить л(М№) но и л(№2), поскольку 


п(№) = (п(п))? + [ов п], п = [ов4 №]. 
Теорема 17.2 Имеет место соотношение 
и(М№) = и(и(пл) + и(п2) + и(пз) + и(п4) + и(пь5)), 


где 
пл = [052 №]; п2 = [083 №]; пз = [054 №]; па = [055 №]; пь = [ю87 М]. 


Доказательство. Так как средний столбец матриц М», о2м+.2(0%) и Ми, э2м+1(1), где 
т = п(2^), 0, = Пре, совпадают, следовательно число 22№ +2 может содержать 
нулевые остатки в столбцах, которые соответствуют числам па = [055 №]; п = 
[03 №]; пз = [05. М]; пла = [085 М] и пь = [05,М]. Но в этих столбцах могут 
быть повторяющиеся простые делители, а нас интересуют только различные простые 
делители числа №. Поэтому получает утверждение Теоремы 17.2. 


Примечание. Ясно, что с помощью теоремы 17.2 можно определить и все делители 
числа №. 


Следствие 17.4 Если число № - простое, то та, п2, пз, пл, пь соответствуют 
простообразованным числам, т.е. числам вида РА К > 1, ВР; - простое число. 


Доказательство следствия тривиально вытекает из теоремы. 


Теорема 17.3 Имеет место соотношение 
1055 п] —-1<л((п + 1)2) — л(п?) < [юрт] + 1. (17.11) 


=. 

Доказательство. Рассмотрим матрицы Ми, и? (1) и Ми? (2-1), где т = л(п^). Рас- 
ширим их, т.е. разделим каждое число, которое соответствует каждому столбцу этих 
матриц, на число 2. где ра - простое число, такое, что 2 < р. < [М2т?]. Полученные 
остатки занесем в соответствующие столбцы данной матрицы. 

Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый из которых содержит минимум 
два нулевых остатков в строках 1 < # < л(п?). 

1) Количество незачеркнутых столбцов в матрице М», „2(1) есть 


® = 2082 п] + (п”), 


т.к. столбец, соответствующий числу 1, тоже не зачеркнут. 
2) В матрице М», „2 (2т + 1) количество незачеркнутых столбцов есть 


К < л((п+ 1)2) — л(п2) + 1. 


Так как возможно среди чисел п? + 1,0? +2,..., (п-+ 1)? имеется одно число вида 
2". 
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Учитывая, что матрицы Ми и? (1) и Ми п? (2т - 1) имеют общие столбцы, которые 
соответствуют числам 21+ 1,2%-2,...,п?. Мы можем их не учитывать и сравнивать 
матрицы Мт2т(1) и Ми.2.(п? + 1) с уже зачеркнутыми столбцами. 

Расставляя столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, 
чтобы с одной стороны расположились зачеркнутые столбцы, а потом незачеркнутые, 
и учитывая, что 


М ти? (21 + 1) - Мти2(1) = Мт,2и(п? + 1) - Мт.2и(1) = с(т,п,2п + 1). 


Сопоставляя матрицы с таким расположение столбцов, получим соотношением (17.11). 
В противном случае получим, что матрицы не имеют равного количества столбцов. 


Теорема 17.4 Имеет место соотношение 
2 (п?) — п(п) < (212) < 2п(п2) — | Зы (17.12) 


2 и 
Доказательство. Рассмотрим матрицы Ми2(1) и Мти2(п” + 1), где т = т(п). 
Расширим их как в Теореме 17.3. Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый из 
которых соответствует составному числу. 
1) Количество незачеркнутых столбцов в матрице М», и2(1) есть 


К =л(п2) +1, 


т.к. столбец, соответствующий числу 1, тоже не зачеркнут. 
2) В матрице Ми (п? + 1) количество незачеркнутых столбцов есть 


К = л(2т2) — п(п?). 


Так как в каждой строке каждой матрицы есть п? нулевых и ненулевых остатков, 


а в каждом столбце этих же матриц есть л(п) нулевых и ненулевых остатков, сле- 
довательно, в матрице Ми„2(Т) из К! незачеркнутых столбцов только п(п) столб- 
цов имеют по одному нулевому остатку, а остальные являются пустыми, т.е. они не 
имеют нулевых остатков. Они составлены только из ненулевых остатков. В матрице 
Ма (п? + 1) все №5 незачеркнутых столбцов являются пустыми. Расставим столбцы 
матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, чтобы с одной стороны 
расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые. Сопоставим матрицы 
с таким расположением стобцов, получим соотношение (17.12). 


Теорема 17.5 Имеет место соотношение 
2(п(п))? — 21082 п] —1 < л(2п2) < 2(п(п))? — [ювот] + 1. (17.13) 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Ми„2(1) и Мии2(п? + 1), где т = п(п). 
Расширим их, как в Теореме 17.3. Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый 
из которых в строках 1 < 1 < т имеет минимум 2 нулевых остатка, т» = т + т”, 
пи =л(М 212), т = л(п?), 1<1< пи. 

1) Количество незачеркнутых столбцов в матрице Ми, „2(1) есть 


М = л(п?) + 2Довот, 


тк. столбец, который соответствует числу 1, составлен только их ненулевых остатков. 
Следовательно, в этих Ат незачеркнутых столбцах количество ненулевых остатков 
есть 

К = А -т(п) — А -1= А(л(п) -П-+1. 
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2) В матрице М, „2 (п? + 1) количество незачеркнутых столбцов есть 
к = п(202) — (п?) + 1. 


Так как среди чисел ИО бо. (п + 1)? имеется только одно число вида 2". 
Следовательно, в этих К незачеркнутых столбцах количество ненулевых остатков 
, 2 


есть 
Ко = К. п(п) — 1. 


Потому что в каждом из столбцов матриц есть п(п) нулевых и ненулевых остатков, 
ив каждой строке каждой матрице есть п? нулевых и ненулевых остатков. 
После расширения матриц имеет место соотношение 


М, п? (п? в 1) — Ааа =. с. (ть, п, п? + 1). 


Учитывая это соотношение, сопоставим матрицы у которых столбцы расположены 
так, что с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а с другй зачерк- 
нутые, получим соотношение (17.13). 


Замечание. Учитывая (272), величину л(212) можно определить с точностью до 1. 
Теоремы 17.3-17.5 тоже являются следствиями Теоремы 17.1. 
Но тк. они оценивают количество простых чисел на различных участках число- 
вой оси по отношению к нулевой точке (начало отсчета), мы рассматриваем их как 
отдельные теоремы. 
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Глава 18 


Соизмеримые и несоизмеримые отрезки 


Упрощая уравнение 
(тт)? ++ (ут)? = (2т)?, (18.1) 


где п - произвольное натуральное число, и принимая 1 = у = а, $ = а, получаем 


аа =, (18.2) 
где а - сторона, 4- диагональ квадрата. 

Существующая математика вместо объяснения равенства (18.2) удовлетворяет- 
ся только объявлением, что сторона и диагональ квадрата - несоизмеримые отрезки. 
Этим самым проблема “магических квадратов” загоняется в тупик так, что математи- 
ки почти ее не замечают. Но зря, потому что объяснение истиной сущности равенства, 
(18.2) привело бы к тем противоречиям, которые возникают на числовой оси из за 
главной аксиомы, которая гласит, что число „НОЛЬ“ кратно всем целым числам. 

Матричная математика рассматривает равенство (18.2) как сумму двух подобных 
матриц, имеющих тождественно одинаковые размеры, и превращает его в тождество. 
Так как количество нечетных чисел на отрезке [1, 2, — 1] и четных чисел на отрезке 
[2, 2п] составлено из п таких отрезков, в каждом из которых содержится два отрезка, 
единичной длины. Следовательно, они имеют равную длину, но определены (измере- 
ны) по отношению к различным точкам на числовой оси. 

Для несоизмеримых отрезков имеет место соотношение 





12+32+52+...+ (2% 1)2+22+42+...+ (21)? =12+22+32+...+ (2п)?. (18.3) 


Представляя четные и нечетные числа на различных числовых осях, начало от- 
счета у которых по отношению друг к другу смещены на отрезок единичной длины, 
приводим их к единой размерности. Это позволяет рассматривать нечетные (четные) 
числа, как сумму определенного количества двоек. Таким образом на числовой оси 
числовые операции производятся не точками, которые именовались числами, а ко- 
личеством единичных отрезков, которые плотно расставлены между этим точками 
(числами). Изучение числовых процессов облегчается, если мы рассматриваем их на 
различных числовых осях, для которых как масштаб используются простые числа 
< п. Таким образом, каждому простому числу соответствует своя ось, на которой 
это простое число задает масштаб. При доказательстве теорем с помощью матриц 
остатков мы воспользовались этим способом, т.е. иногда мы использовали л(п) осей. 
С точки зрения существующей математики в равенстве (18.2) переход от (а, а) =ак 
(а, а) = 1 необъясним, потому что теряется истинная сущность равенства. Но в мат- 
ричной математике это становится полностью ясным и объяснимым. Числовой “хаос”, 
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который “главная аксиома” создает на числовой оси, матрица остатков приводит к 
определенной закономерности. 

Матричная математика привела нас к тому, что масштаб числовой оси не может 
стать нулем, и не зависит от того, занимает он часть прямой, или кривой линии. С уве- 
личением (уменьшением) числа сторон правильного многоугольника, в которые впи- 
саны (описаны) окружности, невозможно добиться равенства их радиусов. В данном 
многоугольнике радиусы описанной и вписанной окружностей образуют между собой 
угол определенной величины, который зависит только от стороны многоугольника, 
или, точнее, от масштаба числовой оси, на которой лежит данная сторона. Превра- 
щая уравнение 5? + у? = 22 в равенство 22 +2 = г? или в равенство 12 а + с08? а = 1 
одновременно превращаем их в тождества, которые показывают расстояние между 
двумя точками на различных участках, и зависят только от масштаба данной число- 
вой оси. 

Нетрудно заметить, что не только сторона квадрата, несоизмерима с радиусами 
описанной и вписанной окружности, но и сторона равностороннего треугольника. По- 
этому диаметр окружности несоизмерим с длиной окружности и диаметр шара, несо- 
измерим с плоскостью поверхости шара. Это привело к появлению иррационального и 
трансцендентного числа л = 3.14. Для эллипса и эллипсоидов несоизмеримые отрезки 
проявляются в виде фокусных расстояний факальных поверхностей. 

Матричная математика числовую ось превращает в сумму (совокупность) бес- 
численного количества, соизмеримых и несоизмеримых отрезков, в виде составных и 
простых столбцов (чисел), которые группируются в матрицах остатков, независимо 
от того они расположены на прямой линии или кривой. 

Весь вопрос в том, как найти закономерности распределения этих матриц (столб- 
цов, чисел) на числовой оси. 

7% 
Понятие натурального нуля (0), где 0, = [[ р, т = п(п), облегчает решение это- 
1—1 
го вопроса. Число 0„ вынуждает признать, что число 1 (масштаб числовой оси) есть 
начало расчета нечетных, а число 2 начало расчета четных чисел. Отделяя четные 
числа от нечетных, 0„ становится осью симметрии для этих чисел, которые равно- 
мерно расположены по двум сторонам 0», превращая числовую ось в прерывистую 
линии. Таким образом, число 0„ позволяет числовые проблемы, возникающие на боль- 
ших интервалах чисел свести к проблемам малых интервалов, которые расположены 
вблизи О» и, с их помощью, рещить проблему болыпих интервалов. То есть л(п?) 
определить с помощью л(п) и [055 п], учитывая инвариантность числовых процессов 
(закономерности числообразования) на числовой оси. 

Главной недостаток существующей математики в том, что она забывает первона- 
чальное определение числовой оси и числовую ось рассматривает как непрерывную 
линию. Сталкиваясь с проблемами во всех разделах математики, она героическими 
усилиями старается решить эти проблемы, но часто терпит поражение, потому что, 
принимая число 0 кратным всем целым числам, забывает, что число 1 (масштаб чис- 
ловой оси) не кратно любому другому числу. 

Матрица остатков старается согласовать эти аксиомы между собой. 


Глава 19 


Противолежащие и сдвинутые матрицы остатков 


Определение 19.1 Подобные матрицы, которые че имеют, общих столбиов, назы- 
ваются противолежащими матрицами остатков. Например, матрицы Мтп(Ат) и 
Мт.(А2), где т = п(п), | №1 — А2| > п. 


Определение 19.2 Подобные матрицы, имеющие общие столбцы, называются сдви- 
нутыми матрицами остатков. Например, матрицы Мтп(А) и Мт»(А2), где т = 
п(п), [№1 — А?2| < п. 


Определение 19.3 Расстояние между двумя точками, на числовой оси равно раз- 
ности чисел, соответствующих этим, точкам. 


Определение 19.4 Порядковые номера столбиов матрим определяются не только 
по отношению к начальному столбиу в правую сторону, но и по отношению к началу 
отсчета на данной числовой оси. 


Теорема 19.1 В противолежащих матрицах Мти(А) и Мт»(А2), где т = п(п), 


1 
|А1 — А2| > п, имеется не менее чем ГРовет — и(п) столбиов, в каждом из которых 


нет, ни одного нулевого остатка в строках 1 <1< т, если 8 <п<.А. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Мт»(1) и Мт,п(Л), где (п, А) = и(п), т = 
п(п),8 < п < А. Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть 
как минимум один нулевой остаток в строках 1 << т. 

1) В матрице Ми»(1) количество зачеркнутых столбцов есть 


К =п- [055п] — 1, 
а количество незачеркнутых столбцов есть 
п — Е: = [052 т] + 1. 


Потому что столбец, соответствующий числу 1 не зачеркнут. 

2) В матрице М»»(Л) количество незачеркнутых столбцов обозначим ^5 = о1+а2. 

Где ал - количество тех незачеркнутых столбцов, в каждом из которых есть только 
один нулевой остаток, и этот нулевой остаток находится в строке 4 = 1. 

а2 - количество тех незачеркнутых столбцов матрицы М»т„и(Л), которые являются 
пустыми, т.е. не имеют нулевых остатков. 

Следовательно, количество зачеркнутых столбцов матрицы Мип(А) есть 


К =п-— 2 =п- (@1 + 902). 
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Поскольку 


Мт»(А) —- Мт»(1) = с(т,п, А). (19.1) 


Так как с*(т,п, Л) < с(т‚п, Л) и при 2{ п, 2|Л количество четных столбцов (соответ- 
ствующих четным числам) в матрице Мш»(Л) на 1 больше, чем количество четных 
столбцов в матрице М»п(1), то имеет место соотношение 


Ми? „(^) — Мы (1) > с" (т,п, А) + +1. (19.2) 


тт 


Вычитая (19.2) из (19.1), получим ол — [052п] < 1- о1, или 
1 
ол < м + и(п). 


Таким образом получаем, что количество незачеркнутых столбцов матрицы Мтии(А) 
есть 

[4 — а1 = а2 > ват — и(п). 
Потому что возможно число а = [05 п] - нечетное. 

Отметим, что 

1) При Л < п? получаем, что а2 - количество простых чисел. 

2) При Л > п? среди а2 чисел могут быть числа вида р", рера, где рь, ре, Ра - простые 
числа, большие п. 

Так как в доказательстве теоремы А > п может принимать произвольные знал 
чения, следовательно Теорема верна для всех противолежащих матриц Мт»(А1) и 
Мт®(А2), где т = п(п), |А! — А?| < п. 

Теорема 19.1 полностью доказана. 


Глава 20 


Двойное решето 


Определение 20.1 Метод зачеркивания столбцов в матрице Мт,2и(Л), т = п(п), 
в каждом из которых есть минимум один нулевой остаток в строках 1 << т = 
п(п), называется двойным, решетом. 


Двойное решето позволяет выразить количество простых чисел л(Кп) —п(п) через 
функции п(п) и 1055 п, где п > К - натуральное число. 


Теорема 20.1 Имеет место соотношение 
п(4п) — п(2%) > п(2п) — п(п), 
если п > 10. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, 4 (Т), где т = п(2%), п > 10. Представим 
эту матрицу в виде 


Мт,4п(1) — Аа (2 1 1) + Моеа (22); п > 10. 


1) В матрице М№»,2„(211) проведем метод двойного решета, т.е. зачеркнем те столбцы 
этой матрицы, которые соответствуют составным числам. Количество незачеркнутых 
столбцов в этой матрице обозначим 1, получим 


ЕЕ) 


Это следует из того, что столбец, который соответствует числу 1, тоже незачеркнут. 
Количество зачеркнутых столбцов в этой матрице обозначается А1, получим 


м = 2 — КТ. 


2) В матрице №,2»(2|2) тоже проводим метод двойного решета, т.е. зачеркиваем 
только те столбцы, которые соответствуют числам 2р;, где 2 < р; < 2п. Количество 
незачеркнутых столбцов в этой матрице обозначается 5, а количество зачеркнутых 
столбцов в этой матрице обозначается К2. Получим 


#5 = п(4п) — п(2) = л(2п) — (в) > ювьп, 


а зачеркнутых 
* 


Расставляя столбцы матриц №т2.(211) и №».2.(2|2) по максимальному количеству 
нулевых остатков так, чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столб- 
цы, а потом зачеркнутые. Сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, 
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получим теорему. Потому что количество столбцов матриц №2.(2 11) и Мт.2(2|2) 
равны между собой. Теорема 20.1 доказана. 


Примечание. Возникает вопрос, как определить количество простых столбцов (пу- 
стых, не содержащих нулевых остатков) матрицы, если ее столбцы соответствуют 
отрицательным числам? В существующей математике нет отрицательных простых 
чисел, потому что расстояние между числом 0 и числом 1 не всегда учитывается. И 
получаем, что половина 30 равна 15. Но если на числовой оси заданы 30 точек, то одна, 
половина этих точек находится слева от точки, стоящей между 15-й и 16-й точками, 
а вторая половина находится справа от этой. 
Рассмотрим матрицу Мт,2.(— (п — 1)), которая составлена из чисел 





(п-— 1), -п-2),-пт-3),..., -Ь О 1Ь2,...,п. 


Здесь т = п(п). 
Среди столбцов этой матрицы, которые соответствуют числам —(п — 1), —(п 





2), —(п -— 3),....-1,Ов тоже есть столбцы, которые соответствуют числам [10821]. 
Следовательно, они соответствуют простым числам. Ведь несоизмеримые отрезки не 
зависят от того, где они находятся на числовой оси. 


Теорема 20.2 Любую квадратную матрицу моэено представить как сумму отре- 
деленного количества противолежащих матриц. 


Доказательство. Напомним, что матрица называется квадратной, если количество 
ее столбцов равно полному квадрату натурального числа. Сначала докажем теорему 
для матриц Ми и2(1), где т = л(п). 
Так как 
Мтл?2 (1) = Мтп(1) + Мто(п + 1) + Мто(2 + 1)+...+Мил(и п - 0+1 = 
= Мт2и(1) + Мт( 20 +1) +... + Миж((п — 1+1) = 
(1) + Мьз, (3+1 +... + Мюз(? - 3+1 = 


= Мтл^(1) + Ми +1). 














— т,3Зт 


2 
=: =. У 
Здесь т = п(п), А= [#.|. 
Следовательно, теорема доказана для начальной матрицы М», „2 (1). Аналогично 
теорему можно доказать и для любой матрицы Ми, и2(Л). 


Теорема 20.3 Любую квадратную матрицу моэюено представить как сумму отре- 
деленного количества сдвинутых матрим. 


Доказательство. Так как матрицу Ми„2(Т), где т = т(п), можно представить в 
виде 

Ми ва) — Ми) (1) + Мтл(и-1) (п +1), (20.1) 
или 

Мп? (1) = Мико (1) + ---+ Ми (т +1), (20.2) 


где т =л(п), < п. 
Следовательно, теорема, доказана для начальной квадратной матрицы. 
Аналогично можем получить доказательство теоремы для матриц Мии2(А), где 
К < п < А. Потому, что матрицы, которые находятся в правой части равенства (20.1) 
сдвинутые матрицы остатков. 
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Следствие 20.1 Матрицы остатков с шагом №, т.е. Мтт(п ТА) и Мтт(Ш А + 1) 
являются сдвинутыми матрицами остатков. 


Доказательство. Напомним, что матрицы остатков с шагом № определены в главе 
5, пункт 5.4. Принимая й = 2, получаем матрицы Мип(211) и Мтп(2|2), которые на 
самом деле сдвинутые матрицы остатков, они по отношению друг к другу сдвинуты 
на отрезок единичной длины. Следовательно, при любом значении Й эти матрицы 
будут сдвинуты по отношению друг к другу на величину й — 1. 


Теорема 20.4 Имеет место соотношение 


Е 
2\ _ — 1)2) — ы в 
п(п^) — п((п — 1)^) = [05 п] +1 и. р (20.3) 
Доказательство. Рассмотрим начальную квадратную матрицу М, „з(1), где т = 
п(п). Ее представим в виде 


М2 (1) = Ме) со Ми, (п—1)2 (2 го 9) ро Мт, (1) = 


ИВ зы) + Мти-—1) (п + 9) Е Мт,ж( (п Е 1? СВ 1), 


где т =л(2т), К < п. 
Так как матрицы Ми, (и—1)2(1) и Ми, (и—1)2 (21 - 1) сдвинутые, следовательно, они 
имеют общие столбцы, которые соответствуют числам 


29... (п=1)?, 


‚( 
Зачеркнем все те столбцы матрицы М» („—1)2(1), каждый из которых имеет минимум 
один нулевой остаток в строках 1 < { < т = л(2п). В матрице Ми, (и—1)2(2т - 1) 
зачеркнем все те столбцы матрицы, которые соответствуют составным числам. Обра- 
щая внимание на матрицы с зачеркнутыми столбцами, заметим: 
ПВ матрице М»,2»(Т) количество незачеркнутых столбцов 


Среди чисел п +1,п-+2,...,2щ есть только одно число вида 2", и столбец, соответ- 
ствующий числу 1, тоже не зачеркнут. 
2) В матрице М, „?_4»(2т - 1) количество незачеркнутых столбцов 


к = п((п- 1)2) — п(2). 
3) В матрице Ми, 2.((п — 1)? + 1) количество незачеркнутых столбцов 
3 = п(п?) —п((п- 1)?). 


Так как при 2 {п количество нечетных столбцов матрицы М», „2(1) на 1 (единицу) 
больше, чем четных столбцов этой же матрицы, и учитывая, что в матрице Ми, 2.(1) 
простые числа р., где 2 < р; < 2п, тоже зачеркнуты, а в матрице Питон + 1) на 
[052 п] + 1 четных столбцов больше зачеркнуто, чем в матрице И би-На (1), получим 
утверждение (20.3). Теорема 20.4 доказана. 


Следствие 20.2 Имеет место соотношение 


п(п2) — п(( — 2)2) = 2055 п] + | Е. } ; (20.4) 
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Доказательство. Рассмотрим матрицы Мт,4п(1) и Мтлп((п-2)2- 1), где т = л(п). 
Зачеркнем все те столбцы у этих матриц в каждом из которых имеется минимум 
один нулевой остаток в строках 1 < 1 < т = п(2т). Сопоставляя эти матрицы с 
зачеркнутыми столбцами по максимальному количеству нулевых остатков, получим 
Следствие 20.2. 


Следствие 20.3 В матрице Мт.2.(Кп + 1), где т = п(п), 2 < К < п имеется не 
менее [26а | — 1 столбцов, в каждом из которых нет ни одного нулевого остатка в 


строках 1 <1<т=л(п). 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Мт,2.(Т) и Мт,2.(Кт + 1), где т = п(п), 
2 < Е < т = т(п). Зачеркивая все те столбцы у этих матриц в каждом из которых 
имеется минимум один нулевой остаток в строках 1 < {< т, и сопоставляя матрицы 
с зачеркнутыми столбцами по максимальному количеству нулевых остатков, получим 
Следствие 20.3. 


Следствие 20.4 Имеют место соотношения 
2 : 
ОЕ 
2 > по - © 7 А : 
п(п^) > 2 5 [ово п] + ое (20.5) 
2 : 
РЕ 
2 < по 7 . . 
п(п зая [1 + [085 п] + о (20.6) 
Доказательство. Матрицу Ми? (1), где т = л(п), представим в виде 


Ми? (1) — Мтт2—6т (1) + Ми п?—6т(3т =Р п) ‚2 
= Мт,зп (1) + Ми ив (Зп + 1) + Мизи(п? — бп +1), 
где т = п(3п). В матрице М», „2_6»(1) зачеркнем все те столбцы, в каждом из которых 
есть как минимум один нулевой остаток в строках 1 < 1 < т = п(3п). В матрице 


Ми п? —6т(Зт + 1) зачеркнем все столбцы, которые соответствуют составным числам. 
1. В матрице Миз»(1) количество незачеркнутых столбпов 


ы = [Юврп] +2, 


потому что столбец, соответствующий числу 1, не зачеркнут, и среди чисел п-+- 1, п - 
2,...,3Зп имеется только одно число вида 2". 
2. В матрице Мтп?—6п(Зп + 1) количество незачеркнутых столбцов 


К* = л(п2 — бп) — л(3п). 
3. В матрице М» з» (п? — бп + 1) количество незачеркнутых столбцов 


1, р ь(2т) <2 } 


#3 > Повзт +1 -1 Рь(2п) >2 


Следовательно, сопоставляя количество зачеркнутых и незачеркнутых столбцов мал- 
рицы М2 (Т), где т = л(3%), получим соотношение (20.5). 
Представляя матрицу Ми и2_вв (1), где т = п(4п), в виде 
МИ — М оаеаи СО + Ми пт (4, го 1) — 
= Мт,д(1) + Ми п?—вв (4т + 1) + Мтлв(п? — 88+ 1), 


и рассуждая аналогичным образом, получим соотношение (20.6). Следствие 20.4 до- 
казано. 
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Следствие 20.5 Если 2п < Л < п?, то имеет, место соотношение 
[052 п] —-1< л(Л- 2п) < л(п) + 1. 
Доказательство следствия аналогично доказательству теоремы. 


Теорема 20.5 Имеет место соотношение 


п(п2) = 2” [п? /2] — л(п) + [085 п] + | 1,87 ›(2) 52 } ; 


—1, 21 и(2т) >2 ое 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, и2(1), где т = л(п). Ее представим в 
виде 

Мт»2 (1) = Мт,л(1) + Мих (А + 1) = № (211) + Мт,л(2|2), 
где т = (п), А = [12/2]. 

Зачеркнем все те столбцы матрицы М», „2 (1), каждый из которых имееткак мини- 
мум один нулевой остаток в строках 1 <1< т = л(п). Кроме тех, которые соответ- 
ствуют простым числам. 

1. В матрице М»,л(1) количество незачеркнутых столбцов обозначим Ат, а количество 
зачеркнутых столбцов обозначим А1. Получим 


КТ = л(Л) + 21055 А] +1, Ш =Л-М. 


2. В матрице М»,л(Л- 1) зачеркнем еще и те столбцы, которые соответствуют состав- 
ным числам. Заметим, что в этой матрице количество незачеркнутых столбцов 


Ко = л(2^) — л(^), 
а, количество зачеркнутых столбцов 
2 =Л- К. 


Учитывая, что 
Мт, (А+ 1) — Мт.»(1) = с(т, п, Л) 


Ми (+0 — Мы (1) > е(т,п, А) + л(п), 


а разность зачеркнутых четных столбцов матриц Ми л(Л +1) и М»,л(1) равна 


ара) < 
пов] + -Ь ип) >2 о 


где 1 < с(т,п, Л) < л(п) — и(п). 

Расставляя столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, 
чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые. 
Сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, заметим, что 


13/7220) } 


—1, 21 и(2т) >2 (208) 


п(п2) = 2^ (п? /2) — л(п) + [085 п] + | 


Это следует из того, что столбец, соответствующий числу п2, при любой четности п 
зачеркнут, и теорема 20.5 полностью доказана. 


Примечание. Такой же результат мы получили бы рассматривая матрицы №„л(211) 
и № л(2]2). 
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Следствие 20.6 Имеют место соотношения 


21 (п?) — [055 п] — 1 < л(3п2) < 2п(п2) + [082 п] + 1, (20.9) 





п(п) + 2^(п2) —1< п(4п2) < 2^(п2) + 1+ т(п). (20.10) 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, зи? (1), где т = п(п2), и представим ее в 
виде 

М зи? (1) — М. 2т?2 (1) = Мт. 22 (п? Е 1) ИИ М2 Т 1) + Ан), 
где т = л(п?), Л= [517]. 

1) В матрице М» 2и2 (1) зачеркнем все те столбцы, в каждом из которых есть как 
минимум один нулевой остаток в строках 1 < # < т = л(п?). Количество незачерк- 
нутых столбцов в этой матрице обозначим 1, а количество зачеркнутых столбцов 
обозначим А1. Получим 


К = (22) — п(п?) + [055(212)], №1 = 202 — К*. 


2) В матрице Мп.2и2 (п? + 1) зачеркнем все те столбцы, которые соответствуют 
составным числам. Аналогично получаем 


К* < 2т (п?) + [055 п] + 1. 


Учитывая, что матрицы М„„.22(1) и Ми2,2(п? + 1) имеют общие столбцы, которые 
соответствуют числам п? + 1,72 +2,...,2п2, и расставляя столбцы матриц по макси- 
мальному количеству нулевых остатков, и сопоставляя матрицы с таким расположе- 
нием столбцов, получим 


21 (п?) + [055 п] —-1< (312) < 2т(п?) + [055 п] + 1. 


Таким образом, соотношение (20.9) доказано. 
Теперь рассмотрим матрицу Ми, ди? (1), где т = п(п?), и представим ее в виде 


М 4п? (1) = Мт.2т? (1) + Мт. 22 (2? ши 1) — Мон (2 т 1) те Мот? (22), 
где т = п(п?). 
Рассуждая так же, как в предыдущем пункте, получим соотношение (20.10). След- 


ствие 20.6 полностью доказано. 


Теорема 20.6 Имеют место соотношения 


(п?) = 2т[п? /2] — (21) + л(п) — [ово п + | —_ _ } (20.11) 
п(п?) = 2” [п?/2] — 2108 п] + | . м } | (20.12) 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Мии2(1), где т = п(п), и представим ее в 
виде 
Мт,и2(1) = Мт,х(1) + Миьх(А + 1) = Мт,л(21 1) + №, (212), 


где Л = [п?/?]. 


Двойное решето 105 





Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый из которых имеет как минимум 
один нулевой остаток в строках 1 < {< т = л(п). Кроме тех, которые соответствуют 
простым числам > п. 

1. В матрице Мб количество незачеркнутых столбцов обозначим Ат, а 
количество зачеркнутых столбцов обозначим А1. Получим 


К =л(т-1)2) -п(п), =т-12-м. 


* 
2. В матрице Мь,(и—1)2 (2п - 1) количество незачеркнутых столбцов обозначим 5, 
а количество зачеркнутых столбцов обозначим 2. Получим 


К = п(п2) — (20) + | ое } 


№2 = (п- 1)? — А = п- 1)? — л(2п) + п(п) — [ют] — 1. 


Это следует из того, что столбец, соответствующий числу п2, при любой четности 
п зачеркнут, и при 211 количество нечетных столбцов матрицы Мите на 1 
меньше, чем количество нечетных столбцов матрицы М, (и_1)? (2% + 1). 

Учитывая, что эти матрицы имеют общие столбцы, которые соответствуют числам 
2%-+1,21-2,...,(п- Те, и расставляя столбцы матриц по максимальному количеству 
нулевых остатков, чтобы с одной стороны располагались незачеркнутые столбцы, а 
потом зачеркнутые, получим соотношение (20.11), (20.12). 
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Глава 21 


Дальность столбцов в матрицах остатков 


Определение 21.1 В матрице остатков Мт,2и-1(А), где т = п(п), п > 10, даль- 
ность двух столбиов определяется количеством столбцов, которые находятся меж- 
ду ними. 


Определение 21.2 Столбиы матрицы остатков, которые имеют одинаковые даль- 
ности от среднего столбца данной матрицы, называются противолезжащими, столб- 
цамми. 


Определение 21.3 Расстояние между двумя столбиами данной матрицы, на 1 менъ- 
ие, чем дальность этих столбиов. 


Теорема 21.1 На числовой оси нет чисел, которые одновременно были, бы четииыми 
и нечетиыми, или отрицательными, ц полоэюительными. 


Доказательство. Так как четные и нечетные числа, на числовой оси по отношению 
друг к другу перемещены на длину единичного отрезка(масштаб данной числовой 
оси), следовательно, теорема, не вызывает сомнения. 


Следствие 21.1 На числовой оси, как начало нечетных чисел, является точка, ко- 
порую называем числом 1, а как начало четных чисел является число 8. 


Следствие 21.2 Начало числовой оси может сталь числом для другой числовой 
оси, но оно для данной числовой оси есть только точка, а не число. 


Следствие 21.3 Нечетные числа, которые находятся на положительном участке 
числовой оси, на отрицательном участке становятся четным, Ч наоборот. 


Эти следствия тривиально вытекают из Теоремы 21.1 и из первоначального опреде- 
ления числовой оси. 


Теорема 21.2 Если р > 10 - простое число, то имеет место соотношение 
2т(2р) — п(р) —1< л((2р)*) < 2т(2р) + 4[юво р] + 1. 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу Мю, „(2р)? (1), гдер > 10, т, = 
т { т, 1, = ар, т = л(2р), т" = л(\/2р?). Так как матрицу Ми, (2р)2(1) можно 
представить в виде 


Ми. ору? (1) = №„,^(2 ТО №„‚^(2|2) = Мт,^(1) нЕ Ми, (А т 
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где Л = 292. 

1) В матрице №», л(2 11) зачеркнем все те столбцы, каждый из которых соответ- 
ствует составному числу. Количество незачеркнутых столбцов в этой матрице обозна- 
чим Ат, а количество зачеркнутых столбцов обозначим А1. Получим 


(2^), м =А-л(2^А) — 1, 
потому что столбец, соответствующий числу 1, тоже не зачеркнут. 

2) В матрице №, ^(2|2) не зачеркиваем только те столбцы, которые соответствуют 
числам вида 2х, где 2 < р; < 2р?. Количество незачеркнутых столбцов в этой матрице 
обозначим ^5, а количество зачеркнутых столбцов обозначим К2. Получим 

* 
5 = л(Л) + 21052 р] + 1, 
потому что столбец, соответствующий числу 2, не зачеркнут. 

Количество зачеркнутых столбцов 


К < л—л(Л) + 4082 р] + 1. 


Расставляя столбцы матриц №, (211) и №, л(2|2) по максимальному количеству 
нулевых остатков и учитывая, что эти матрицы имеют одинаковое количество столб- 
цов, получим Теорему 21.2. 


Следствие 21.4 Имеет место соотношение 
21 (212) — (п) -1<л((2п)?) < 21 (212) + 4[ю55 п] + 1. 
Доказательство Следствия 21.4 тривиально вытекает из доказательства Теоремы 21.2. 
Теорема 21.3 Имеют место соотношения 
п(2?") > 2(п(2") + 1)? — 2*(2”) — 1, 
п(2””) < 2(п(2”) + 1)? +л(2”) +1, 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу Ми, 22» (1), где ширина матри- 
цы т, = тт», 4 = ай, т = п(2"), п’ =т(М2"!). Зачеркнем все те столбцы, 
которые соответствуют составным числам. 

Матрицу Ми, 22" (1) можно представить в виде 


М», ‚22 (1) г Мт.,^(1) те Мт„,х(А ыя 9) ИВ №т„,^(2 Т 9) ня №пт.,^(2|2), 


где 
т» =т- ик, т = п(2"), т” = (М 2741), д = 22771, 


Определяя количество зачеркнутых и незачеркнутых столбцов матрицы М, 22» (1) 
и сопоставляя их с зачеркнутыми и не зачеркнутыми столбцами матриц М а | и 

Мт,,^(А + 1), или с зачеркнутыми и незачеркнутыми столбцами матриц №, (2+ 1) 
и №», л(2|2), получим утверждение Теоремы 21.3. Это следует из того, что 


Кл 
т,А 


М2 (АНИ -— М (1) = с(т,п, Л) + № - №, 


где К› - количество зачеркнутых столбцов матрицы Ми, (Л + 1), 1 - количество 
зачеркнутых столбцов матрицы М», (1). Следовательно, 


ВЕН (2), 


где К5 - количество незачеркнутых столбцов матрицы М»,,л(Л + 1), 1 - количество 
незачеркнутых столбцов матрицы М», (1). 


Глава 22 


Числообразование на числовой оси 


Математические операции на числовой оси зависят не только от направления, но и от 
места (точки), где происходят эти операции. Потому что каждое число (точка) пока- 
зывает количество единичных отрезков на которые данная точка (число) отдалена от 
начала числовой оси (нулевая точка, начало отсчета). В этом смысле нулевая точка 
не должна считаться числом. 

Существующая математика, пренебрегая этим, считает начало отсчета не только 
числом, но и принимает, что оно кратно всем целым числам. Такой подход, который 
из математики нашего сознания перешел в математику на числовой оси, опирается 
на то, что расстояние между началом числовой оси (точкой ноль) и числом, которое 
называем 1, может стать нулем. Это приводит к тому, что расстояние между числом п 
и п + 1 тоже может стать нулем. Но это противоречит первоначальному определению 
числовой оси и не зависит от того, она прямая или кривая линия. В итоге получаем, 
что масштаб числовой оси, т.е. 1 (целое) можно разделить на п (произвольное число) 
равных частей. 

С применением координатных систем математики надеялись, что представляя чис- 
ла не только на линии, но и на плоскости, и в пространстве станет возможным решить 
числовые проблемы, которые накопились до этого. 

Возникли различные функции, геометрии Лобачевского и Римана, положительные 
и отрицательные четверти, рациональные и иррациональные, действительные и мни- 
мые число, дифференциальное и интегральное исчисления, но числовые проблемы, 
которые существовали на числовой оси, в общем то не решались, если не сказать, что 
возникли новые проблемы в области дробных чисел. К их числу относятся проблема, 
Эрдеша-Штраусса (Ег4оз-бталз) и проблема Анджея Шинцеля (Апаг2е) Эсте]. 

Главный недостаток существующей математики в том, что расстояние между точ- 
кой 0 и числом 2, числом -1 и числом -1 не всегда считают равным двум отрезкам 
единичной длины. Такое пренебрежение приводит к тому, что на числовой оси появля- 
ются числа, которые одновременно четные и нечетные, положительные и отрицатель- 
ные. Математика становится однобокой (—а)? = (а)?, а закономерности образования 
чисел на числовой оси не инвариантными. Рассматривая простые арифметические 
действия на числовой оси, напрашиваются вопросы: как образуются числа на число- 
вом отрезке [0, 21]? Чтобы можно было ответить на, такие вопросы, создали Матрич- 
ную математику, которое есть обобщение метода математической индукции и метода, 
решета. Выясняется, что во времена Архимеда не напрасно определили простые числа, 
с помощью остатков. 


Определение 22.1 Подобные матрицы остатков, у которых расстояние между 
столбиами, имеющими одинаковые порядковые номера, постоянны и равны между 
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собой, называются передвинутыми матрицами, остатков. 


Из определения следует, что передвинутыми матрицами могут стать и матрицы с 
шагом й, и сопряженные матрицы, и смежные матрицы. Как, например Мии—1(1) и 
Мти—ц(п + 1); Ми (211) и Ми (212); Мть(^) и Мть(л + 1) где т =л(п). 


Теорема 22.1 Каждую квадратную матрицу можно представить в виде суммы 
определенного количества передвинутых матриц. 


Доказательство. Так как матрицу Ми? (1), где т = л(п) можно представить в 
виде 
Мтт2(1) = Мт(1) + Мил + 1) + Мпи(2т + 1) +... 


+ Мио(пт - 1+1 = №... (211 + №» (2]2), 


где 
т= (п), = [12/2], 


то теорема доказана, и она верна для любого значения пл, если Ми п2(пл1), где пл - 
целое число. 


Теорема 22.2 Имеет место соотношение 
п (п) + [052п] —1<л(2п) < л(п) - [082 п] + 1. (22.1) 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Мт,2. (1), где т = л(п). Расширим эту мат- 
рицу, т.е. каждое число, соответствующее каждому столбцу этой матрицы, разделим 
еще на простое число ра, где 2 < ра < л(У2п), и полученные остатки перепишем в 
соответствующем столбце этой матрицы. Ясно, что ширина этой матрицы, которую 
мы обозначаем т», равна т» = т + т», где т = л(п), т” = л(У2п), ра 2 2, а строки 
а, За г. 

Расширенную матрицу обозначим М», 2. (1). Зачеркнем все те столбцы этой мат- 
рицы, каждый из которых имеет как минимум 2 нулевых остатков. Так как матрицу 
Мт.2.(Т) можно представить в виде 


Мт,.2т(1) = Мт. (21 1) + Мт. (212) = Ми, и(Т) + М, (п + 1), 


заметим, что 
1) В матрице Ми, (1) количество незачеркнутых столбцов 


ы < (п) + [ово т] +1, 
а количество зачеркнутых столбцов 
К ЕЕ 1, 


потому что среди столбцов матрицы Мии-—1(п®-+Т) есть только один столбец, который 
соответствует числу 2", те. содержит только один ноль, который находится в строке 
1 = 1. А среди столбцов, которые соответствуют нечетным числам, может быть не 
более [055 п] столбцов, которые не зачеркнуты. 

2) В матрице Ми, п(п + 1) количество незачеркнутых столбцов обозначим Аз, а 
количество зачеркнутых столбцов обозначим Ко. Получим 


К = п- А < л(п) + [082 п] — 1. 
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Расставляя столбцы матриц №, п(211) и №, „(2|2) по максимальному количеству 
нулевых остатков так, чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столб- 
цы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, 
получим соотношение (22.1). Теорема 22.2 доказана. 


Следствие 22.1 Имеют место соотношения 
п (п) + [052т] —- 1<л(2п) < 2”(п) — [052п] — 1. 


Доказательство следствия тривиально вытекает из доказательства, теоремы. 


Примечание. Эти теоремы (включая эту, и те, которые были доказаны раньше) 
подсказывают, что простые числа, и числа вида 2", на числовой оси играют почти 
одинаковую роль, потому что, и(р) = и(2р), Ги(р) = Г2Р), т.е. числа вида р”, где 
п > 2, являются простообразными числами, и если простое число р; > 2, то числа 
вида р" при п > 2 являются нечетными простообразными числами, а числа вида 2" 
являются четными простообразными числами. 


Теорема 22.3 Имеют место соотношения 
п((2п)?) < (п(п) + 1)? + [овз п] — 1, (22.2) 
п((2п)?) > (п(п) +1? — п(2п) — 1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, (2в)2(1), где т = п(2п?), 2т2 + 212 = 
4п? = (2п)?. Расширим эту матрицу, чтобы ее ширина стала т» = т + т», где т = 
п(\/(2%)?) = л(2п), т” = л(\2п2). Расширенную матрицу обозначим Ми, (2)? (1). 
Представим ее в виде 


Мю. (эт)? (1) = Мт., (21 1) + №..^(212), 


где Л = 22. 

1) В матрице №, (211) зачеркнем все те столбцы, в каждом из которых имеется 
как минимум 2 нулевых остатка. Количество незачеркнутых столбцов обозначим #1. 
Имеем 


Ж-- 2 
1=2((2п)°), 
потому что столбец, который соответствует числу 1, тоже не зачеркнут. 
Количество зачеркнутых столбцов в этой матрице обозначим 1. Имеем 


м =АЛ- * = 22 — л((2п)?). 


2) В матрице №», л(2|2) зачеркнем все те столбцы, которые не представлены в 
виде 2р;, где 4 < 2р; < Л = 2и?. Количество незачеркнутых столбцов в этой матрице 
обозначим №5, имеем 


№ > п(Л), 


потому что только столбец, соответствующий числу 27; не зачеркнут. 
Количество зачеркнутых столбцов в этой матрице обозначим А2. Получим 


№ <А-ЖЕЛ- (А). 


Расставляя столбцы матриц М№т,л(211) и №», л(2|2) по максимальному количеству 
нулевых остатков так, чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столб- 
цы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, 
получим соотношение (22.2). Теорема 22.3 доказана. 
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К такому же ответу придем и тогда, когда представим матрицу М» (2т)?2(1) в виде 
М, (2т)?2 (1) = Мт,х(1) + Мих (А + 1), 
где ^ = 2п (2 —1). 
Следствие 22.2 Имеет место соотношение 
1" (27?) (п) > Кв) -1. 
Здесь Р*(х) есть количество простыл близнецов среди чисел 1,х], где х > 10. 
Доказательство следствия вытекает из того факта, что 2 = [1052 2?"]. 
Теорема 22.4 Имеют место соотношения 
О (22.3) 
п(22") < 2(п(2") + 1)? + [055 п] + 1. 
Доказательство. Представим матрицу Ми, 22 (1) в виде 
Ми (1) = Мих (211) + Мн, ^(212), 


где л=2. 2271, 

Расширяя матрицу М» 22» (1), получим теорему, если т = л(2"), ат = л(\22" 1). 
Примечание. Из этих двух последних теорем как следствия можно получить все 
теоремы, которые были доказаны до этого. Про справедливость этих теорем я знал 
давно, но не мог их доказать, т.е. объяснить словами. Не напрасно говорят, что то, 
что невозможно объяснить словами, невозможно будет доказать никакой теоремой. 


Глава 23 


Главные и побочные фокусы матриц остатков 


Определение 23.1 Средний столбец матрицы остатков называется фокусом. этой 
матрицы. 


Определение 23.2 Если средний столбец матрицы Мт,2т--1(А), где т = п(п), не 
имеет, общего нулевого остатка с крайними столбиами, то этот, столбец называ- 
ется главным фокусом, а крайние столбиы называются побочными фокусами данной 
матрицы. 


Из определения следует, что матрица обладает главным фокусом и побочными фоку- 
сами только тогда, когда обладает средним столбцом, который соответствует числу, 
не имеющему простых нечетных делителей < п. 


Теорема 23.1 Каждое простое число рь может стать главным, фокусом некото- 
рой матрицы. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Мт,2и1(1), где т = л(п). Ясно, что если 
средний столбец этой матрицы соответствует числу п + 1 = р, который не имеет ну- 
левых остатков в строках 1 < {< т, гдет = л(п), п+ 1 = р. Следовательно, теорема 
доказана. Очевидно, что она верна и для матриц Мт,2и+1(А), где т = л(п), ША. 


Теорема 23.2 Если матрица обладает, главным фокусом, то она обладает, опреде- 
ленным, количеством побочных фокусов. 


Доказательство. Так как матрица Мт,2»—1(Т), где т = п(р), обладает фокусом, 
который соответствует числу р, то с двух краев этой матрицы зачеркиваем по 71 
столбцов, где п! < р- 1. Заметим, что главный фокус матрицы, образованной из 
незачеркнутых столбцов, соответствует числу р. Следовательно, крайние незачерк- 
нутые столбцы новой матрицы не могут иметь общих нулевых остатков со средним 
столбцом (главным фокусом). Теорема, 23.2 доказана. 


Теорема 23.3 Квадратная матрица М», 2 (1), где т = п(р), обладает, главным, фо- 
кусом и определенным количеством побочных фокусов. 


Доказательство. Нетрудно заметить, что матрица Ми р2(1), где т = л(р), обладает 
средним столбцом, так как ее крайние столбцы соответствуют числам одинаковой чет- 
ности. Допустим, что ее средний столбец соответствует числу А*. Оно соответствует 
простому числу рк, т.е. рь = А*, где рк > р. В противном случае получаем, что число 
1 составное. 

К примеру, матрицу М» р? (1), где т = л(р), можно представить в виде суммы 


Мир? (1) = Мтьзь(1) + Мтзр(20 + 1) + ---+ Мир (р — 1+1. 
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Следовательно, она состоит из главного и некоторого количества, побочных фокусов. 
Теорема 23.3 доказана. 


Следствие 23.1 Понятие фокусов относительное, т.е. главный фокус одной мат- 
рицы моэюет столть побочным фокусом для другой матрицы, и обратно. 


Доказательство следствия вытекает из доказательства Теоремы 12.3. 


Теорема 23.4 Если число р? +1 кратно 5 ир > 3, то возможно 
1) р? —-2 и р? +4 - простые числа, или 
2) р? —-р-Ти р? -р+1 - простые числа. 


Доказательство. Отметим, что простые числа, которые заканчиваются цифрой 3 
или 7, удовлетворяют условию теоремы. 

Рассмотрим квадратную матрицу М» р?2(1), где т = л(р). Так как р? + 1 кратно 5, 
следовательно р? — 1 кратно 3. Но также и р? —р кратно р. Получаем, что р? +2 кратно 
3, ар?-+4, р? —2 или р? —р-—Ти р? —р-1 возможно не могут быть кратными числам > 3 
и < р. Потому что р? соответствует среднему столбцу матрицы Мт.2›_1(р(р-1)-1). 
Таким образом, теорема, 23.4 доказана. 


Теорема 23.5 Если число р? — 1 кратно 5 ир > 5, то возможно 
1) р? -р-Ти р? -р- 1+4 - простые числа, или 
2) р? +р-1щч р? —р-— 1-4 - простые числа. 





Доказательство. Отметим, что теореме удовлетворяют простые числа, которые зал 
канчиваются цифрой 1 или 9. Так как р?—р кратно р, а р?—1 кратно 30, следовательно, 
рассуждая аналогично доказательству Теоремы 23.4, получим доказательство Теоре- 
мы 23.5. 


Следствие 23.2 Отрезок чисел [(р — 1)? — 1, (р-+ 1)? + 1| содержит минимум, одну 
пару простых чисел близнецов. 


Следствие 23.3 Отрезок числовой оси [(2т — 1)?, (2 + 1)?] содержит как минимум 
одну пару простых чисел близнецов. 


Доказательство следствий 23.2 и 23.3 вытекает из доказательства Теорем 23.4 и 23.5, 
потому что каждая пара этих матриц является сдвинутыми матрицами по отношению 
среднего столбца матрицы Ми, р2(1), где т = п(р). 


Теорема 23.6 Одно из чисел вида 2?" — 1 или 2?” + 1 кратно 5-ти. 


Доказательство. Если (2%) > 1, то числа 2?" | кратны 5, потому что число 


22" — | и число (2Р — 1)(2Р + 1) кратны Зрь, где р; > 5. Следовательно, числа 22" + 1 
кратны 5-ти, потому что, если начинаем движение с точки (числа) 3 с длиной шага 
2, и через некоторое количество шагов наступим на точку (число) 2?” + 1, которое 
должно быть кратно 5. В противном случае, шагая в противоположном направлении 
от точки 22” {1 с длиной шага 2, если не попадем в точку 5, то и не попадем в точку 
(число) 3. 

При и(21) =2 ип = р, если 2Р — 1 = 4 простое число Мерсена, то и 24 — 1 = М 
тоже простое число Мерсена, а если и(2п) =Ти 22" +1 = Е› - простое число Ферма, 
то (22")? -- | тоже простое число Ферма (глава 6, часть 1 Матричная математика). Так 
что, все зависит от числа и(п) если (2%) = 2 ип =р. При 2?” — 1 кратно 5 получаем, 
что 227 -- 1 не кратно 5. Но если 22” — 1 не кратно 5, то 22” + 1 кратно 5. Потому что 
2Р + 1 кратно 3. Теорема 23.6 доказана. 
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Следствие 23.4 На каждом из отрезков целых чисел [р? — 2(р + 2), р?] и [р2,р? + 
2(р- 2)| есть минимум одна пара простых чисел-близнецов. 


Доказательство. Рассмотрим нечетные матрицы №, (211), №, (2 р? +2(р+2)) 
и №, р(2 1 р? — 2(р-2)), где т» = т+ т», т = п(р?), т” = л(2р). Зачеркнем все 
те столбцы этих матриц в каждом из которых есть мининум два нулевых остатка в 
строках 1 << т 1<ф < м. 





1) В матрице №, р(211) незачеркнутые столбцы соответствуют простым числам 
п(2р) и числу 1, среди которых уже числа 3 и 5, 5 и 7 составляют простые близнецы. 

2) В матрице №. р(21р?+2(р+2)) незачеркнутые столбцы соответствуют простым 
числам рт, р? < р < р?+2(р +2). 

Расставляя столбцы этих матриц по максимальному количеству нулевых остатков 
так, чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачерк- 
нутые, и сопоставляя матрицы в таком расположении столбцов получим следствие. 

Это объясняется тем, что если каждое из простых чисел р» последовательно де- 
лить на 5 или 3, то в конце получим остатки 4 и 2. Так как количество чисел рт 
не менее чем [1085 р], то среди них обязательно найдется минимум одна пара р. | и 
р», которые при делении 3 и 5 получат одинаковые остатки, т.е. рта — Фт = 2, и 
составляют простые близнецы. Это подтвержается формулами 


0 = ПП» пе: Рыб РЕ, Аб Е: 
=1 


Аналогично, можно доказать следствие и для матрицы №, р(21 р? -2(+2)). 


Пояснение. Следствие 23.4 тривиально вытекает из теоремы 23.6 и где-то обобща- 
ет ее, потому что простые столбцы (соответствующие простым числам) в матрице 
Мора (1), средний столбец которой соответствует числу р?, распределены но опре- 
деленной закономерностью. Поэтому не только распределение простых чисел, но и 
простые-близнецы распределены симметрично относительно среднего столбца, и зави- 
симы не только от направления их расчета, но и от типа, простых чисел, т.е. они вида 
4х — 1 или 4х + 1. 


Учитывая все результаты, которые были получены до этого, приходим к выводу, 
что на числовой оси число показывает количество единичных отрезков, которые плот- 
но расставлены между двумя точками, из которых одну называем нулевой, а другую 
числом. Так как наша математика  десятиричная, поэтому простые числа 2, 3 5и7 
приобретают особое значение, потому что 


п(10) = л[о55 210]. 


Существующая математика, считая началом отсчета 0 (ноль), не учитывает, что 0 - 
это только точка, а не число, которое возбуждает на числовой оси себе подобные, т.е. 
создает точки, которые только точки, а не числа. Например, средний столбец матрицы 
Мт,2т-1 (0), где т = л(п) создает все проблемы на числовой оси и закономерности на 
числовой оси становятся неинвариантными. 

Натуральный ноль (0») есть натуральное число, оно подсказывает, что начало 
нечетных чисел есть] (один), а начало четных чисел 2 (два), и указывает, что на 
числовой оси не могут быть числа, которые одновременно и четные и нечетные. Такой 
подход приводит к осмыслению решений уравнений любой степени. 

Рассмотрим самое простое из них в общем виде. Принято говорить, что линейное 
уравнение ал — 6 = 0, где а и 6 натуральные числа, имеет одно решение. Получаем, что 
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= 8. Отсюда следует, что только значение 6 = 0 или аб удовлетворяет уравнению. 
А что делать, если 6 = 0, а1 6? Или если 6 = 0, а = 0;а = 0,6 = 0? 
Матрицы остатков подсказывают, что любая матрица имеет ось симметрии, кото- 








рая становится точкой на числовой оси. Эта, точка, иногда есть натуральное число в 
виде среднего столбца этой матрицы, а иногда данная матрица, не обладает средним 
столбцом на данной числовой оси. Чтобы она, обладала, средним столбцом, приходит- 
ся изменять маспгтаб данной числовой оси, т.е. каждый единичный отрезок, который 
плотно расставлен между двумя точками, приходится разделять на определенное ко- 
личество частей и сталкиваться с соизмеримыми и несоизмеримыми отрезками, т.е. 
сталкиваемся с проблемой делимости. 

Вводя прямоугольные координаты, математики старались осмыслить образование 
чисел на различных числовых осях, которые проходят через начало этой системы. 
Числа на этих осях получили геометрическое представление, возникли геометрии Ло- 
бачевского и Римана, но количество проблем на числовой оси не изменилось. Если не 
учитывать того, что появились новые проблемы. Создали теорию комплексных пере- 
менных, появились мнимые решения уравнений, но почти ничего не изменилось. Как 
и тогда, когда использовали тригонометрию на числовой оси. Конечно, уравнение 7- 
ой степени имеет п решений. Весь вопрос в том, сколько из них действительных, и 
сколько мнимых, и как и где они расположены. 

Принимая число 1 как начало нечетных чисел, а число 2 как начало четных, по- 
лучим, что любое число на числовой оси можно рассматривать как начало отсчета, 
чисел, которые находятся справа или слева, от этого числа. Принимая 0„ (натураль- 
ный ноль) кратным всем простым числам на числовом отрезке [1, 0», — 2], получаем, 
что 0„ — Ти 0, - 1 простые числа. Таким образом, уравнение любой степени можно 
свести к линейному уравнению, поскольку 


Пов"] = м. 


Так как числа № и №? имеют одинаковое количество простых различных делите- 
лей, следовательно, любое квадратное уравнение имеет или 2 действительных, или 2 
мнимых корня, или 1 действительный и 1 мнимый корень. Аналогично, уравнение 3 
степени имеет или 3 действительных (иррациональных), или 3 мнимых корней, или 
1 действительный, и 2 мнимых корней, и обратно. Возникает вопрос, а что из себя 
представляют рациональные, иррациональные, мнимые или комплексные корни (ре- 
шения) уравнений? Как их осмыслить? 


Глава 24 


Распад числовой оси. Простые матрицы 


Определение 24.1 Если столбец матрицы Мтш»(^А), где п > 19; т = п(п), п < ^< 
п? имеет, только один нулевой остаток, или не ‘имеет, нулевого остатка, то такой 
столбец называется простообразным. столбиом данной матрицы, а число соответ- 


ствующее простообразному столбиу, называется простообразным, числом. 


Определение 24.2 Столбец матрицы Мтп(^), где 10 < п < Л < п?;т = п(п), ко- 
торый соответствует простому числу, называется простым, а соответствующий 
составному числу, составным, столбиом данной матрицы. 


Теорема 24.1 В матрице Мт.п(1), где п > 10; т = п(п), содержится п (п) + [085 п] 
простообразных, п(п) простых и п, — п(п) составных столбиов. 


Доказательство теоремы тривиально, т.к. столбец, соответствующий числу 1, не 
считаем простым числом, а число 2 одновременно и простое и простообразное. 


Теорема 24.2 В матрице Мт,2р(1), где р > 10 простое число, содержится т = 
п(р) + 1055р] простых и 2р — п(р) — 1055р] — 1 составных столбиов. 


Доказательство. Матрицу Ми,2р(1) можно представить в виде 
Мт,2р(1) = Мтр(21 1) + Мтр(Зр + 1), 
или 


гдер > 10;т = л(р). 
Зачеркивая столбцы матриц, которые соответствуют составным числам, и учиты- 
вая, что количество столбцов матриц равны между собой, получаем. 
* 
1) В матрице М»,р(Т) количество незачеркнутых столбцов обозначим Ку, а коли- 
чество зачеркнутых столбцов обозначим 1, тогда имеем 


м =п(р) +1, М =р-м. 


Здесь учтено, что столбец, соответствующий числу 1, не зачеркнут. 
* 
2) В матрице Мшр(р + 1) количество незачеркнутых столбцов обозначим К5, а 
количество зачеркнутых столбцов обозначим Ко, тогда имеем 


К > п(2р) — п(р) —1, № =р- №. 


Это следует из того, что среди чисел р + 1,р-+2,...,2р имеется только одно число 
вида 2". 
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Так как Мт.р(р + 1) — Мт»ь(1) = с(т,р,р- 1), то 


—— ——К 
М, (р не 0 — М т (1) = с(т,р,р Е 19) Е п(р) Е 


ИЛИ 
К К 
М (р ге 1) ‚5 М, = с(т,р,р ыы | = [085 р] = 1. 


есь из матрицы т, выбраны все те столбцы, каждый из которых содержит 
3 Мть(р-1) выб бцы, 

минимум один нулевой остаток в строках 1 << т = п(р), т.е. столько же, сколько 
было зачеркнуто в матрице Мт,р (р). Из последнего равенства, следует, что 


п(2р) — п(р) > [082] — 1. 


Этот же ответ получим и тогда, когда столбцы матриц Мтр(1) и Мть(р + 1) рас- 
ставим по максимальному количеству нулевых остатков так, чтобы с одной стороны 
расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые, и сопоставим матри- 
цы с таким расположением столбцов. Аналогично можно легко получить и другие 
пункты Теоремы 24.2. 


Следствие 24.1 Имеет место соотношение 
п(2п) — (п) > [052 п] — 1. 
Доказательство следствия следует из значения величины и(2%). 


Теорема 24.3 Если р - простое число, то имеет место соотношение 
п(4р) — л(2р) > п(р) + 1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы М»,2р(1) и Ми,2р(2р + 1), где т = п(р). 
Зачеркнем все те столбцы у этих матриц, которые соответствуют составным числам. 
1) В матрице М»,2р(1) количество незачеркнутых столбцов 


Ат = п(2р) + 1, 
а количество зачеркнутых столбцов 
№ = р -— 1 > 2р-—т(р) - 1. 


2) В матрице Ми2р(2р + 1) количество незачеркнутых столбцов обозначим К5, а 
количество зачеркнутых столбцов обозначим Ко, тогда имеем 


Ко = л(4р) — п(2р) — 1, 
а количество зачеркнутых столбцов 
2 = 2р- п(р) +1. 


Расставляя столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, что- 
бы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые, и 
сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, получим Теорему 24.3. Это 
следует из того, что имеет место равенство 


М т, (2р О Мт,2р(1) (та ро). 
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Следовательно, 


К ЯК 
М2» (2р ых 1) = М. 2р(1) — с(т, 2р, 2р ео и га п(р) +1. 


— 2 
Здесь символ М пар показывает, что из матрицы Ми,2р(1) тоже выбрано столько 
столбцов, сколько было зачеркнуто в матрице Мт,2р(2р + 1). Учитывая, что среди К2 
выбранных из двух матриц столбцов выбраны и те столбцы, которые вида 2", гдег - 
натуральное число. 


Следствие 24.2 Имеет место соотношение 
п(п,) + [052пт] — и(п) < л(2п) < п(п) + 2[052 пт] + и(п). 


Доказательство следствия тривиально вытекает из доказательства теоремы. Пото- 
му что в каждом из зачеркнутых столбцов матриц под порядковым номером 1 


1т(3) = п(п) — ит (9, 


где иж(7) есть количество нулевых остатков в столбце под номером } а [т(1) - коли- 
чество ненулевых остатков в этом же столбце. Но т.к. А1 и Ё2 показывают количество 
зачеркнутых столбцов в матрицах, следовательно 


[1 — А2| < и(п) + л(п) + 2055 п]. 
Следствие 24.3 Имеет место соотношение 


и(2%,) и(2%,) 


2 








Пов> п] — | -1< (п?) - л(®-— 1)?) < [юрт] + | ЕЁ 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Мт,2.(1) и Ми. ((п — 1)? + 1). Зачеркнем 
все те столбцы этих матриц, которые имеют минимум один нулевой остаток в строках 
1 <#< т = л(п), и сопоставляя матрицы по максимальному количеству нулевых 
остатков, придем к выводу, что теорема не вызывает сомнений. Потому что матри- 
цы, имея равное количество столбцов, отличаются количеством четных и нечетных 
столбиов. 


Теорема 24.4 В матрице Мшп(Л), где т = п(п); п < л< п? и (п, Л) = и(п) име- 


ется как минимум 
[052 п] —1 1 
2 


столбцов, каждый из которых соответствует простому числу. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Мт»(1) и Мьп(Л), гдеп < Л< п, (п,^) = 
и(п). 

1) В матрице М»,»(Т) зачеркнем все те столбцы, в каждом из которых имеется ми- 
нимум один нулевой остаток в строках 1 << т = (п). Количество незачеркнутых 
столбцов в этой матрице обозначим А1, а количество зачеркнутых столбцов обозначим 
кт, тогда имеем 


КТ = [0821] +1 А =п- № =п- [052т] — 1. 


120 Э. Мкртумян - Матричная математика, 





2) В матрице М»„»(Л) зачеркнем все те столбцы, каждый из которых соответствует 
составному числу. Количество незачеркнутых столбиов в этой матрице обозначим Ко, 
а количество зачеркнутых столбцов обозначим Ко, тогда имеем 


К2 = Ко. 
Так как 
Мтл(Л) — Мта(1) = с(т,п, Л), 
следовательно, 
М» „() — Мии(1) = с, (пьт, ) + ювот] — 1. 


Это следует из того, что среди А1 столбцов не фигурируют столбцы, которые со- 
ответствуют числам вида 2”, где г - натуральное число (1 < г < [9055п]), и при 
р ЩИ Е 

Расставляя столбцы матриц по максимальному количеству нулевых остатков так, 
чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые, 
и сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, получим Теорему 24.4. В 
противном случае получим, что матрицы Мтп(Л) и Мт»(Т) имеют различное коли- 
чество столбцов. 


Следствие 24.4 Количество простых столбцов в матрице Мтп(^), где А, 


не меньще, чем 
ве] 





2 


Доказательство следствия аналогично доказательству теоремы. 





Следствие 24.5 В матрице, которая составлена из чисел —(п— 1), —-(п-—2),...,-8, 
—1, О», и которую можно символически, записать в виде Мтп(—(т — 1)), где т = 
) 


[082 т] 1 
2 


п(п), имеется не менее —1 столбиов, в каждом из которых нет, ни одного 


нулевого остатка в строках 1 << т=т(п). 


Доказательство. Так как по Теореме 24.4 каждая из матриц Мт(п? ) и Мии(п(п-— 


Пова —1 


1)) содержат не менее чем — 1 столбцов, каждый из которых соответствует 


простому числу, то следствие не вызывает сомнений. 


Теорема 24.5 Имеют место соотношения: 
а) т(№) > (п(пл))? — [082 па] — 1, 
Ыт(№) < (п(пз))? + [ово пы] +1, 

где пл = [№1/3], по = [ММ.. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми, м (1), где т = п([№/2]), расширим ее так, 
чтобы ее ширина стала, т» = т-+ т”, где т = л([М№/?2]), т =л([ММ)). Расширенную 
матрицу обозначим М», м(Т) и представим ее в виде 


Миа = Мн МО) = Мыло) Мых(А-Т, 


где А = [№/?2]. 

1) В матрице №,л(2 11) зачеркнем все те столбцы, которые соответствуют со- 
ставным числам. Количество незачеркнутых столбцов в этой матрице обозначим А1, 
а количество зачеркнутых столбцов обозначим А1, тогда имеем 


К = (М); К = АМ). 
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2) В матрице №»„л(2|2) зачеркнем все те столбцы, каждый из которых не соответству- 
ет числам вида р», где 2 < рь < А. Количество незачеркнутых столбцов этой матрице 
обозначим №5, а количество зачеркнутых столбиов обозначим К2, тогда имеем 


Ко = л(Л); К =Л- Ко. 


Расставляя столбцы матриц М№,л(2 11) и №»л(2|2) по максимальному количеству 
нулевых остатков так, чтобы с одной стороны расположились незачеркнутые столб- 
цы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов, 
получим пункт а) Теоремы 24.5. 

В матрицах Мт,л(1) и Мшл(Л^-+1) зачеркнем все те столбцы, которые соответству- 
ют составным числам, кроме тех, которые вида 2", т > 1. Рассуждая так же, получим 
доказательство пункта Ъ) Теоремы 24.5. 


Следствие 24.6 Имеет место соотношение 
п(4т) — п(3т) = л((4п) НЗ) — л((4п)Н“). 
Доказательство следствия тривиально вытекает из доказательства, теоремы. 


Определение 24.3 Если количество столбиов в матрице остатков равно просто- 
му числу, то такая матрица называется простой матрицей. 


В следствии 15.4, с помощью простых матриц Ми, р(1), где р простое число полу- 
чены формулы л(Кр) = Кл*(р)-Тил(Ёр) = (К -1)л*(р)- [055 р], где 1 < К < р, л* (п) - 
количество нечетных простых чисел. Если аналогичные формулы получить для мат- 
риц Мн р? (1), М дз (1), ..., Мт»ь.ьр И для матриц Мт.,2ь (1), М. 22 (1), ... ‚Мт„,^(1), 
где Л = (2Р)Р, то проблема криптографии будет решена полностью. 

Таким образом, можно сказать, что теория матриц остатков (матричная матема- 
тика) сводит числовую ось к распаду, т.е. числовые проблемы, которые существуют на 
больших интервалах целых чисел, решаются с помощью проблем которые возникают 
на малых интервалах числовой оси, независимо от того, где и на каком участке чис- 
ловой оси находятся эти интервалы, а также от типа простых чисел, т.е. эти простые 
числа вида 4х — 1 или 4х + 1. 

Так как количество простых чисел зависит от направления их расчета, т.е. относи- 
тельно среднего столбца матрицы они могут стать и ненулевыми остатками, поэтому 
простые числа 2, Зи 5 получают главную роль в процессе образования других простых 

т 
чисел относительно натурального нуля (где 0„ = [[ р, т = л(п)) в ту или другую 
сторону. =. 

Теория матриц остатков старается найти закономерности распределения простых 
матриц и, следовательно, закономерности распределения простых, взаимопростых и 
простообразных чисел (столбцов) на числовой оси. 
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Глава 25 


Простообразные числа и комбинаторика 


Определение 25.1 В матрице остатков Мт,.2т(Л), где т = п(п), столбец, кото- 
рый имеет только один нулевой остаток или не имеет нулевых остатков, называ- 
ется простообразным, столбиом данной матрицы. 


Определение 25.2 Число вида р’, где р; - простое число, а п - натуральное число, 
называется простообразным, числом. 


Из определения следует, что если р; > 3, то р! называется нечетным простообразным 
числом, а если р; = 2, то 2" называется четным простообразным. 


Теорема 25.1 Главный фокус любой матрицы соответствует, простообразному чис- 
лу. 


Доказательство. Так как средний столбец матрицы показывает среднее арифме- 

тическое чисел, которые соответствуют крайним столбцам данной матрицы, то для 

числа а, такого, что 1 < а < р? выполняются соотношения 

1) При (р”, а) = 1, где а - натуральное число, получаем (р” — а, р”, р" + а) = 1. 

2) При (р?,а) 7 1 получаем (р;' — ал, р’, р; + ал) = 1. Здесь ал < а, (а,а1) =1- 

произвольное натуральное число, пл < п тоже произвольное натуральное число. 
Теорема 25.1 доказана. 


Следствие 25.1 Количество ненулевых остатков в простообразных столбиалх дан- 
ной матрицы, или равны, или отличелотся на единиму. 


Доказательство. По условию следствия необходимо доказать, что 


1) ы = о}. 


Здесь Гж(7) - количество ненулевых остатков в столбце под номером 7. 
На самом деле нетрудно убедиться, что 


| и 
УЙ _Л — Е й И. е ь 
Ши(л) — Ри) | О 29 оао 92 


Если т = т(п). 
Здесь п; - обозначение 1-го столбца. 
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Следствие 25.2 Если Ла и Ль соответствуют крайним, столбиам матрицы, а Ас 
ее среднему столбиу, то 


(№ Ль, И) =1 


тогда и только тогда, когда одно из чисел Ла, Ль, Ас являтся простообразным, чис- 
лом, а если, хоть один из столбиов, соответствующих этим числам, содержит, как 
минимум 2 нулевых остатка в строках 1 << т = (п), то как минимум один из 
этих простых делителей становится и делителем двух других чисел. 


Доказательство следствия вытекает из определения фокуса матрицы. 
Теорема 25.2 Если число 2?Р + 1 не кратно 5, то оно простое число. 


Доказательство. Рассмотрим числа 222 —1, 22Р, 22-1. Число 2?Р—1 кратно 3, потому 
что число 2Р - 1 кратно Зи 2Р— 2 тоже кратно 3. Но так как число 22Р-1 есть главный 
фокус (средний столбец) матриц 


М, 22-1 (1), Мт,22ь—2 (2), М, 222 —4 (4), 


потому что 2. 22Р-1 = 2?Р. Следовательно, если окажется, что число 2?Р — | кратно 
15, то тогда получим, что число 2?Р + 1 не может быть кратным какому-то простому 
числу рь, где 5 < р, < 2? — 1. Следовательно, число 2?Р +1 = ру - простое число. 
Теорема 25.2 доказана. 


Примечание. Понятие простообразных столбцов (чисел) в матрицах остатков поз- 
воляет распространить методы комбинаторики на числовую ось, и понять не только 
смысл числа на числовой оси, но и сущность математических операций (действий) с 
этими числами, в зависимости от направления и отрезка числовой оси, где происходят 
эти операции. 

Существование простообразных чисел показывает, что главными фокусами данной 
числовой оси являются точки, которые называем числом 1 и 2. Потому что просто- 
образные числа есть различные разновидности этих чисел. Отмечая начало числовой 
оси, мы фактически задаем все те точки, которые называем числами, и которые на- 
ходятся с правой, или с левой стороны от этого начала. 

Истинная сущность любого числа М на числовой оси определяется соотношением 


Ги( М) + ,(М№) = п(п), 


где п = [05 М], которое определяет место числа на числовой оси и утверждает, что 
каждое число имеет свое определенное место на числовой оси, которое невозможно 
перепутать с местом другого числа. Поэтому нужно стараться точно определить не 
только п(М№), но и и(М). 

В существующей математике не часто используется величина Г»(№). На языке 
матриц она означает количество ненулевых остатков столбца (числа) №, т.е. 


[тъ(М) = п(0») — ,(М), п = [08> №] 


показывает, что начиная движение от точки 0„ (натуральный ноль) с длиной шага, ру 
(простое число, делитель п и №) через определенное количество шагов наступим на 
точку (число) №, при этом наступая и на точку п. Но двигаясь от точки 0» с длиной 
шага, рь, где рк- простое число, такое что 2 < рь < [№/?] и (р, рь) = 1, никогда не 
наступим на точку п, если даже начнем движение с такой же длиной шага от точки 
М в обратном направлении. 
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Принимая число 0 (ноль) кратным всем целым числам, получаем, что функция 
п(М№) стремится к бесконечности, и и(№) стремится к бесконечности, которые ничего 
существенного не привносят в математику, кроме неясностей. 

Так как наша математика десятиричная и л(10) = [105 10] = 3, поэтому простые 
числа 2,3,5 имеют большое значение, особенно тогда, когда главными фокусами мат- 
риц остатков являются столбцы, которые соответствуют числам 2”, 3", 5". 

Игнорируя величину [и(М№), приходим к формулам 


и(М№М) (М +1) = (ММ +1), 


или 
и(№ 
В. 
и(М — 1) 
Получаем неопределенности, которые не могут выяснить процесс числообразования 
на числовой оси, и поэтому простобразные числа, иногда, становятся или отрицатель- 


и(М№) - (М -1=и 


ными, или иррациональными, или мнимыми, в зависимости от того, в каких проме- 
жутках чисел они находятся. 

В матричной математике величины л(№) и (№) имеют конкретные значения, 
поэтому величины (№) + и(М№) ил(М) — (№) также имеют конкретные значения, 
которые определяются только с помощью масштаба, данной числовой оси. Игнорируя 
прерывистость числовой оси, мы сами создаем дополнительные трудности на числовой 
оси, которые становится невозможно преодолеть. 

Что касается комбинаторики, то если сумма биномиальных коэффициентов равна, 
2", следовательно 271+ 1 соотвествует не только среднему столбцу (главному фокусу) 
матрицы Ми, 2" 1 (1), но и среднему столбцу матрицы М»,2"_2(2). Поэтому при п =р 
крайние столбцы этой матрицы соответствуют простообразным числам, а в остальных 
случаях крайним столбцам (побочные фокусы) этих матриц соответствуют взаимно 
простые числа. Потому что все составные числа на числовом отрезке [1,2% +1] можно 
представить с помощью различных комбинаций простых чисел л (п), учитывая и число 
1, как главный фокус числовой оси. 

Известное соотношение С" = Сп, которое является основой комбинаторики, 
для каждого столбца под номером №, где п < №, < М, для матрицы М», м(Т), где 
т =т(п), п = [052 №] принимает вид 


п(п) = Гт(п) + и(п). 


С помощью этой формулы определяется не только функция п(М№), нои и(М№). Потому 
что матрицы М»,р(1) и Мтр(рР), где т = п(р) подобные, и в матрице М»,р(рР) только 


[052] —1 
2 


==. 


столбцов могут соответствовать простым числам, т.е. не имеют простых делителей 
< р? 1". Учитывая, что количество четных столбцов матрицы Мт,ь(рР) на единицу 
меньше, чем количество нечетных столбцов этой же матрицы, и рассматривая матри- 
цы Мин рр(1) и Ми, вр(р), где та = п(\/рР), можем прийти к выводу, что в матрице 


1 —1 
ов - 1 столбцов, т.е. являются 


Мть(рР) составным числам соответствуют р — 
составными. 

Аналогично можно доказать, что 

1) если числа 2Р —Т1и 22Р +- 1 не кратны 5, то они - простые числа; 


2) установить, при каких значениях числа, р числа 2Р —Т и 2Р + 1 составные; 


126 Э. Мкртумян - Матричная математика, 





3) установить, какие простые числа, могут быть и простыми числами Мерсена или 
Ферма, и т.д. 

После такого разбора числовой оси проясняются и вопросы, связанные с количе- 
ством решений уравнений, они тоже решаются с помощью матриц остатков. 

Если на числовой оси задано число М№, то цель теории чисел сводится к определе- 
нию функций л(п) и и(п), потому что п = [055 №]. Для подтверждения этого факта 
рассмотрим матрицу Мтп» (1), где т = л(п). Обращая внимание на столбцы дан- 
ной матрицы под номером п и п” заметим, что п” столбец имеет нулевые остатки в 
тех же строках, в которых имеет нулевые остатки п-й столбец. Это подтверждается 
тем, что если простое число р; является делителем числа (столбца) п, то двигаясь 
от точки (столбца) п с длиной шага р; через некоторое определенное время мы на- 
ступим на точку (число, столбец) п” и на точку (число, столбец) 0» (натуральный 
ноль). Следовательно, расстояние от числа 0„ (натурального нуля) до п” можно при- 
вести к размерности р; и п, те. количество столбцов в отрезке от 0„ до п” можно 
разделить не только на р; равных частей, но и на п равных частей. С другой сто- 
роны мы можем получить, что с длиной шага рь, где (рь,р:) = 1, начиная движение 
от точки п с длиной шага рь, мы не сможем попасть ни в точку п”, ни в точку 0, 
потому что количество столбцов матрицы Мт„»(0») равно п + 1, а натуральный ноль 
0» = Пе. Р, где т = л(п). Такой подход к числовой оси приводит нас к тому, что 
количество простых столбцов матрицы Мти(п” + 1) можно определить с помощью 
п(п) или [052п]. Аналогично и количество столбцов, не имеющих нулевых остат- 
ков матрицы Мти(—0»), или матрицы Ми (-— (п + 1)), которые составлены из чисел 
—(п-+ 1), -п,-(п-1...,-2, -1,0,» можно определить с помощью л(п) или [10521]. 
Так как количество столбпов матрицы Мт,п” (—(п + 1)) и матрицы Мт,п» (п -+ 1) тоже 
равно п”. Следовательно, если п = р - простое число, то задача определения функций 
п(М№) ик(М) сводится к определению функций п(п) и и(п). Формула и(№М) + и(М-+1), 
которая почти ничего не говорит про число №, в матрицах остатков оживает и при- 
нимает вид 


|и(п) — ии |= Шт) — ит + = М) ф (М +т)| = (№) — (М +п)| > 0, 


где п = [052 М]. 

Ясно, что для решения какой-то задачи, которая возникает на практике, сначала, 
ее формулируют в виде некоторого уравнения (системы уравнений), а потом стара- 
ются решить это уравнение. В этом смысле решение любого уравнения сводится к 
решению некоторой численной задачи с определенным количеством чисел на опреде- 
ленных участках числовой оси. Но если определение функций л(М№) и и(№) сводится 
к определению функций л(п) и (п), где п = [055 №], следовательно определения 
функций л(п) и (п) можно свести к определению простообразных столбцов мал- 
рицы Мт,2и--1(А)), где т = л(п). Величина |Л| показывает расстояние числа А1 от 
числа Оп, и расстояние числа Л2 от числа Оп, если А! + А2 = М, а 0м = [ [1% рь, где 
т» = 1(ММ№), пМ. В этом смысле если степень уравнения равна п, то количество 
решений такого уравнения равно не только п, но и и(п - 1). Потому что начиная дви- 
жение от точки А! с длиной шага 1 (масштаб данной числовой оси) мы тоже через 
определенное количество шагов наступим на точку (число) Ом и на точку Ао. 

При таком подходе к числовым задачам, которые возникают из уравнений, с по- 
мощью формулы 





[и(т) — (2% + 1)| = |Ги(п) — Гт(% + | > Ъ 


можно понять причину того, что одно и то же уравнение может иметь и рациональные 
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и иррационаьные, или и действительные и мнимые решения. Потому что не только 
длина шагов, но и количество шагов и другие параметры характеризуют уравнение. 

Дело в том, что если известно, что число М кратно р;, то сразу возникает вопрос, 
а какое число № можно умножить на р;, чтобы получить №? Поэтому простообраз- 
ные числа на числовой оси играют особую роль, и выясняют, что любое уравнение 
(и система уравнений) имеют решение, учитывая, что и иррациональные и мнимые 
решения в конечном счете равны расстоянию данного числа (точнее данной точки) 
от начала данной числовой оси, которое называем нулевой точкой в зависимости от 
того, на каком участке (отрицательном, или положительном) находится эта точка, 
или число. 

Обобщая свойства матриц остатков, мы можем сказать, что матричная матема- 
тика не оставляет белых пятен на числовой оси, и все проблемы, возникающие при 
числовых операциях (действиях) с числами решаются рекуррентными формулами. 
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Глава 26 


Заключение 


Матричная математика, или матричный метод старается согласовать математику на 
числовой оси с математикой, которая образуется в нашем сознании. Этот процесс 
согласования означает осмыслить сущность числообразования на числовой оси, кото- 
рое связано с огромными трудностями из-за выбора начала, отсчета, (начало числовой 
оси). 

Так как число п на числовой оси показывает количество единичных отрезков, 
плотно расставленных вдоль одной виртуальной прямой по двум направлениям, сле- 
довательно, число п есть не та точка, которую символично обозначаем п, а есть сумма, 
п единичных отрезков. Такой подход к числам на числовой оси приводит к относи- 
тельности понятия четности на числовой оси. Потому что 2п последовательных числа 
на числовой оси показывают, что среди них есть п четных и п нечетных чисел, сле- 
довательно четность числа, или точнее, четность символа данного числа зависит от 
выбора точки отсчета. 

На числовой оси нет абстрактных (безразмерных) чисел, каждое из них показы- 
вает отрезок, или сумму отрезков, которые имеют длину, которая зависит от того, с 
какого конца мы их измеряем, или на каком участке числовой оси расположены эти 
отрезки. 

Чтобы суметь разобраться в сущности числообразования на числовой оси, создали 
матрицы остатков, которые подсказывают, что на данной числовой оси существуют 
только целые числа, которые могут быть составными или простыми, в зависимости 
от выбора начала числовой оси. 

С помощью матриц остатков свойства чисел можно изучать не только вдоль одной 
прямой, но и по вертикали. 

В матрице остатков Мт,2.(1), где т = л(п), числа на отрезке [1,2п] при их по- 
очередном делении на простые числа р, где 2 < р; < п, превращаются в остатки, 
которые распределены по строкам р; и по столбцым 4;. В каждом столбце такой мат- 
рицы имеются нулевые и ненулевые остатки, которые определяются формулами: 

для стобцов Гш(1) + ит(1) = п(п), 

для строк (№тп(2 11) — №Мти(2|2)) = с(т,п,211), 
где ] - порядковый номер }-го столбца. 

С помощью этих формул определяем величину 


п(2%) — п(п), 


и аналогично разность 
п((2п)”) — п(п?) 
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при любом значении п, пользуясь тем, что в матрицах остатков имеем более сложное 
строение ЧИСЛОВОЙ оси, чем ее представляем. С помощью матриц остатков число- 
вая ось представляется как сумма параллельных (по аксиомам Эвклида) прямых, у 
которых начала отсчета перемещены по отношению друг к другу на определенное 
количество отрезков единичной ДЛИНЫ (масштаб ЧИСЛОВОЙ оси). Поэтому имеем 


п = [055 М], п = [05 п"]. 


Так как наша математика десятиричная, то простые числа 2,3,5 играют основопо- 
лагающую роль в процессе числообразования. На числовой оси появляются просто- 
образные числа, четные из которых считаются потенциально простыми числами, и 
получаем относительность понятия простых и составных чисел, в зависимости от на- 
чала, отсчета четных и нечетных чисел. Используя формулы: 


пл = [055 №], п2 = [юз М], пз = [08. №], пд = [085 М|, 


получаем соотношение 


т(М) = [т (М) — и(р(та ) + и(п2) + и(пз) + (па), 


где №: = [№/?]. 
С помощью этих формул величины [Гт(М№) и (№) сводим к величинам [т(п) и 
и(п), где п = [055 №], и решаем не только чисто теоретические, но и практические 


задачи, сводя их к уравнениям или системам уравнений. 
Обобщая теорию матриц остатков, получаем 


Теорема 26.1 Сумма количеств остатков в матрице Мт,2т(Л), где т = п(п), Л 
-целое число, есть постоянная величина, которая, равна, 2т : п(п). 


Доказательство. Так как для каждого 1-го столбца данной матрицы имеем 
Гт(7) + ит (9) = п(п), 


где Г»(7) есть количество ненулевых, а и»(7) количество нуловых остатков столбца 
под номером 71, то теорема не вызывает сомнений. 

Эту теорему можно считать главной теоремой числовой оси. Все теоремы, которые 
доказаны в этом сборнике, являются следствием этой теоремы. 

По отношению к уравнениям мы можем сказать, что теория матриц остатков пре- 
вращает любое уравнение в тождество на числовой оси. Потому что числообразовал 
ние чисел на числовой оси происходит с одинаковой закономерностью, не зависимо от 
того, на каком участке числовой оси происходит числообразование. Закономерности 
числообразования создают элементарные математические действия: сложение (вы- 
читание), умножение (деление), извлечение корня (логарифмирование). Поэтому на 
числовой оси нужно более глубоко изучать процесс числообразованя, понять все от- 
тенки числовых операций. Как например, уравнение Ма? = а должно интересовать 


не только результатом а, но и тем, что это равенство показывает, что: 
2 








1) Среди последовательных чисел от 1 до а на числовой оси имеется только а 
чисел, каждое из которых кратно а. 


2) Имеет место соотношение 


п(а?) + Е(а?) =а?, 
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где функция Е(а?) показывает количество составных чисел, которые находятся среди 
чисел [1,а?]. 
3) Имеет место соотношение 


п(а*) = п(а*) + п» (а), 


где л„ (@) есть количество простых чисел на отрезке [а + 1, а?]. И так далее. 
Возникают вопросы: 
1. Как выразить величину л(а2) через (а)? 
2. Как выразить величину л(а2) через [1052 а]? И так далее. 
Существующая математика часто пренебрегает не только пунктами 1),2),3), но и 
вопросами 1. и 2. В результате возникают уравнения типа уравнения Серпинского- 


Эрдеша 
4 11 





пу 5 


7 


которое невозможно решить в общем виде, из-за того, что невозможно найти функ- 
циональные зависимости чисел т, у, 2 ип, и чисел 1,4, п. 

Потому что при сложении (вычитании) дробей всегда находим общий знаменатель, 
но никогда не вникаем в сущность этого общего знаменателя на числовой оси. 

В матричной математике эти зависимости определяются с помощью логарифми- 
рования числа М№ по основанию п, или по основаниям 2, 3,4, 5, или с помощью корней 
№1/2, МУЗ, МИ4 МИ5, учитывая целые части полученных результатов, потому что 
формула 

(+) = =) 
справедлива для 7-го столбца матрицы Мт,2т (А), где т = п(п), п - целое число, и 
10<п< п. 

Поэтому уравнения, которые невозможно решить с помощью существующей ма- 

тематики, решаются с помощью матричной математики. 


Теорема 26.2 Для каждого натурального числа п > 1 существуют натуральные 
числа с, у, 2 такие, что справедливо соотношение 
а тт 1 


= м 26.1 
п Е. = ) 





Доказательство. Упрощая выражение (26.1) и принимая 
4ху2 = п(ту + ха + у2) = 4М, 


где М кратно ®, получим числовой отрезок [1, 4№]. Применяя метод решета, т.е. остав- 
ляя простое число р; нетронутым, зачеркиваем все те числа этого отрезка, которые 
кратны р;, где 2 < р; < л(У4АМ). Ясно, что 


[0,4] = [0,2М] + [2м№,4М] + М, 6 №] + [6М№,8М. 


Обозначая количество составных чисел отрезка 2М№; через Е(2№,;), получим соотноше- 
ние 


и следовательно, 


4 4 
Ам =» `л(2№) + > Е(2№) = п(4М) + Е(4М). (26.2) 
=1 п 
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Уравнение (26.2) содержит два неизвестных л(2№,) и Е(2№;), а число М является 
известным (заранее заданным). Следующее уравнение с этими же неизвестными по- 
лучим, разделив отрезок [1, 4№] на три части. 


[1,4м] = 1, 3М|] + 3М, 6 М] + [6№,9м. 


Аналогично получим уравнение 


3 3 
4м =» `л(2№) + > Е(2М№!) = л(4М) + Е(4М). (26.3) 
=1 1=1 
Уравнение (26.3) и уравнение (26.2) образуют систему из двух уравнений с двумя 
неизвестными, потому что 


[58-1859 -СЕЧ-СЕН. = 





Обозначая 
[п(3№+)] = хо, [п(3№)] = и, [п(3№3)] = 20, 


получим решение уравнения (26.1). 
Другой набор решений имеет вид 


[Е(3№)] = хь, [Е(3№)] = ув, [Е(3№)] = 21. 


Конечно, уравнение (26.1)) решено в области существующей математики с при- 
менением метода решета. Но нас привел к этому метод матриц остатков, потому что 
натуральные числа на числовой оси есть не что иное, а остатки, которые получены 
при делении больших чисел на малые. 

Аналогично можно решить и уравнение вида 

Г ООО ОИ 


=-+-+-, (26.5) 
п ту {3 





или любое уравнение такого типа, потому что и соотношение (26.5) можно привести 
к системе уравнений 


п(Еп) —- л(п— К) =хо, Е(Кп)- Еп- К) = 21, 


л(Е+п) -л(п) =и, Еп +) -Е(п) =, 


где К, п, т, 9, х1, 1 — натуральные числа, и 1 < К < п. 

Матричная математика привел нас к тому, что теорема Фалеса не точна, пото- 
му что является следствием основной аксиомы существующей математики (число 
„НОЛЬ“ кратно всем целым числам), которая приводит результаты математических 
операций к приблизительным значениям. Эти незначительные неточности приводят 
к проблемам не только в операциях с целыми числами, но и с дробными, или, точнее, 
во всех разделах математикки. 

Что касается теоремы Фалеса, то матричная математика подсказывает, что отре- 
зок с длиной № можно разделить максимум на № — 1 равных частей. Уточненная 
теорема Фалеса, стала, решающим фактором для понимания процесса, числообразова- 
ния и истиной сущности уравнений на числовой оси. 

Задача, определения количества простых и составных чисел на числовом отрезке 
[^, ^ + п] есть главная задача, теории чисел. Поэтому любую задачу (уравнение) на 
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числовой оси можно свести к нахождению величин л(п), и(п), Е(п), 1052 п] при дан- 
ном значении п и определению зависимости этих величин от п, и их связям друг с 
другом. 

При увеличении значения п эти вопросы становятся проблематичными. 

Известно, что любой отрезок [Л, А + п| на данной числовой оси содержит п + 1 
точек, которые отмечены, как числа. Исходя из этого существующая математика сво- 
дит задачу нахождения величин л(п), (п), Е(п), 095 п] на произвольном отрезке 
[^, А + п] к задаче нахождения этих величин на отрезке [0, п]. Поэтому мы получаем 
приблизительные оценки. Как например, 


п(п2) — пп (п — 1))  п(п). 


Чтобы убедить нас в своей правоте существующая математика использует методы 
дифференциального и интегрального исчисления, которые позволяют свести произ- 
водные 7-й степени к производной степени п — 1. И, в конечном счете, к производной 
степени 3 или 2. Но известно, какие трудности встречаются при решении дифферен- 
циальных и интегральных уравнений. 

Матричная математика, считает, что любой числовой отрезок с длиной 4М№М можно 
разделить на, две части с длиной каждого 2М, или на четыре части с длиной каждо- 
го №. Это равносильно тому, что биквадратное уравнение сводим к квадратному. Не 
забывая о том, что все четные числа на числовой оси, кроме 2, составные, следова- 
тельно, отрезок чисел с длиной 4М содержит 2М четных 2М нечетных чисел. Поэтому 
отрезок чисел 4/№ можно разделить и на три части. 

Именно так получены уравнения (26.2), (26.3), и их можно назвать квадатными, 
или кубическими. Потому что число вида 412 всегда можно рассмотреть, как числа, 
2а? или 263, гдеа и 6 - целые части от радикалов \/4тул и (ту2)ИЗ. 

Консервативные математики не согласны с тем, что уравнения (26.2) и (26.3) со- 
держат только два неизвестных, хотя охотно соглашаются с дифференциальным и 
интегральным исчислением. Возможно, они забыли, как получили и оценили реше- 
ния тригонометрических уравнений на числовой оси. 

Матричная математика другого мнения. Потому что разделение отрезка, [Л, А + 
45/2] на числовой оси равносильно разделению функции }(х, у, 2) = 4ту2 на функции 
(2) ==, Ъ(у) =, В =А. 

Так как на числовой оси понятие числа, а следовательно простого и составного 
числа, есть понятие относительное, и показывают точки, которые находятся на, опре- 
деленном расстоянии от точки, которую мы принимаем за начало данной числовой 
оси. 

Следовательно, уравнение (26.1) можно свести к биквадратному, кубическому или 
квадратному уравнению. 

Уравнения (26.1) или (26.5) тоже имеют определенное количество решений, и эти 
решения можно привести к двум, или трем натуральным числам, потому что решения 
любого уравнения любой степени показывает расстояние соответствующей точки от 
начала данной числовой оси (количество единичных отрезков), которое может быть 
только натуральным числом. 

На языке матриц остатков теорема, 26.2 (уравнения (26.1) и (26.5) тривиальна, 
потому что любой числовой отрезок длиной больше или равной 30 можно разделить 
на три части (равные, или неравные). На каждом из этих отрезков количество простых 
чисел выражаются натуральными числами. 

Удивительно еще то, что консервативные математики соглашаются с тем, что ли- 
нейное уравнение имеет одно решение. Ведь при решении линейного уравнения полу- 
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чаем целые, дробные, иррациональные, даже трансцендентные (т = 3.14..) и неопре- 
деленные результаты. Как их объединяют и называют одним решением? 

Кстати, уточнение теоремы Фалеса заметил Ферма, и применил его в своих рабо- 
тах, называя такой подход “методом бесконечного спуска”. Галуа тоже этим способом 
доказал теорему о количестве решений уравнений любой степени, и если бы не по- 
гиб трагически, то пришел бы к идеям матричной математики, потому что понятие 
остатков носилось в воздухе со времен Архимеда. 

Подводя итог, отметим, что все расчеты, которые мы делали при доказательстве 
теорем этого сборника, не везде безукоризненно точны, потому что мы старались под- 
черкнуть преимущество метода матричной математики, не обращая должное внима- 
ние на технику расчета. Ибо если при сложении многозначных чисел ученик допускает 
ошибку, это не означает, что метод сложения многозначных чисел неверен. 

Москва, 2017. 


Глава 27 


Истинная сущность натурального нуля (О„) и 
функции с(т, п, п + Т) 


“... чтобы узнать качество вина целой бочки 


не обязятельно его выпить до дна...” 


27.1 Введение 


Матричная математика (теория матриц остатков) показывает, что все проблемы чис- 
лообразования отрезка, чисел [Л, А + 2п] числовой оси с помощью матриц остатков 
можно свести к решению числовой задачи на отрезке чисел [0,2%], где Л > 2п. Для 
этого нужно выяснить истинную сущность натурального нуля 


7% 
= ПП» т =л(п) 
=1 
и функции с(т, п, п - 1) т.е. какую роль они играют на данной числовой оси. 


27.2 Расширение матриц. Функция с(т, п, п-+ 1) в матрицах 
остатков 


Рассмотрим матрицу остатков Мт,2т(1), т = п(п). Расширим ее, т.е. каждое число, 
соответствующее каждому столбцу этой матрицы, разделим еще на квадрат просто- 
2 

го числа р, где 2 < 4 < п(/2(п +1) и полученные остатки занесем в соответ- 
ствующие столбцы этой матрицы. Ясно, что при расширении матрицы Ми2.(1) ее 
ширина увеличится и станет равной 1, = 1-+. Следовательно, т» = т + т», где 
т =п(п), п” = л(У2п + 1). А длина матрицы не изменится, т.е. останется равной 2п. 
Общий вид расширенной матрицы обозначим М», 2.(1). Имеют место соотношения 


Мт,2т(1) И Мт„ ъ(1) + АА ие Е 


ну * * 

Мт,п(п + 1) — Мт.в(Т) = с» (ть, п, п + 1) = с(тпп-+ Пс (т, пп +1). 
Так как матрицы М», „(п 1) и М», п(1) имеют одинаковое количество столбцов, но 
при 21 п количество нечетных столбцов матрицы Ми, (1) на 1 больше числа четных 
столбцов матрицы Ми, п(п -+ 1), а количество четных наоборот. А при 2|п у этих 
матриц количество четных и нечетных столбцов одинаково. Таким образом, имеем 


с.(т., пт +1) > | в. >. _. } (27.1) 
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Зачеркивая все те столбцы матрицы М»,.2(1) каждый из которых содержит мини- 
мум 2 нулевого осталка в строках 1 << т=л(п) и1 <: < л(\/2(п-+ 1) ), опреде- 
ляем не только функцию с„(т», п, п + 1), но и те столбцы этой матрицы каждый из 
которых соответствует простому числу и числу вида 28, 2 < 28 < 2п. 


Теорема 27.1 Имеет место соотношение 


п(2т) — п(п) > [0821] -1 {п>2. 
Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу Ми, 2. (1), где т = п(п), т” = 
п(\/2(п + 1)). Представим ее в виде 


Ми. 2% (1) = Мт, в (Т) + Ми. п(п + 1. 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум один 
нулевой остаток в строках 1 < <пи1<фт < т”, ра о 

1. В матрице М», »(Т) количество незачеркнутых столбцов есть Ат = [1052 п] + 1, 
а количество зачеркнутых столбцов есть 1 = п -— #1. 

2. В матрице Мт»(п + 1) количество незачеркнутых столбцов есть Аз = л(2п) — 
п (п) + 1, а количество зачеркнутых столбпов есть А2 = п -— 5. 

Потому что среди чисел п + 1, п +2,...,2п есть только одно число вида 2%, п < 
28 < 2п. 

Предполагая, что л(2%,) — п(п) > 0, и учитывая, что 


Мп. п(п аа 1) — М. п (1) — с» (т, п, п + В 


получим 


М» „(п+1) - Мы „(1) = (т, пп ++ - В, 


т», п 
где М „(п+ Ти Мы. „(1) показывают количество нулевых остатков в зачеркнутых 
столбцах матриц Мт,п (п + 1) и Мт,ш(1). 

Но так как в каждом столбце под номером п; этих матриц есть л(п) — и(п) = 
Тт(п;) ненулевых остатков, следовательно, 


Мл, (т + 1) —М (1) > [025 п] И 1 


т», п 


= Е 
где М (п +Юи ми „(1) показывают количество ненулевых остатков в незачерк- 
нутых столбцах (№5 и Ат) матриц Мип(п + Т) и М», п(1). 

Такой же ответ получим, если в матрицах Мти(п + 1) и Мю, „(Т) столбцы рас- 
ставим так, чтобы с одной стороны располагались незачеркнутые столбцы, а потом 
зачеркнутые. Сопоставляя матрицы с таким расположением столбцов заметим, что в 
незачеркнутых столбцах матрицы М», п(1) один столбец пуст, а в других столбцах 
имеется по одному нулевому остатку в строках { = 1,1" = 1. А в незачеркнутых стоб- 
цах матрицы Мтп(п - 1) только в одном столбце есть один нулевой остаток в строке 
1 = 1, а остальные не содержат нулевых остатков (пустые). Так как количества столб- 
цов в матрицах Мии(п + 1) и Ми, п(1) равны между собой, и с„(т», т, п +1) > —1, 
следовательно, теорема не вызывает сомнений. 


Следствие 27.1 Уравнение п(2п) = 2 (п) имеет только два решения, пл = 4, п2 = 
10. 
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Доказательство следствия вытекает из доказательства Теоремы 27.1. Так как ната, 
математика десятиричная, и матрицу М, 2. (1) можно представить в виде 


Ми, (1) = Ми, и(21 1) + №, (22), 


то заметим, что при п > 5 количество простых чисел (столбцов) в матрице №, .(211) 
становится больше, чем [1095 п]. 


Следствие 27.2 Справедливо соотношение п(2п) — п(п) > Е —1. 


Доказательство. В матрицах Мтп(Т) и Ми, и(п- 1), где т = л(п), т», =т-+ти = 
т + л(у2п + 1), зачеркнем все те столбцы, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка в строках 1 <1< т, 1<# < п*. Теперь аналогично Теореме 
27.1 получаем 


т=л(п) +1, М=п-М, 
Ко = п(2т) — л(п), № =п- №. 


Если теперь сопоставим матрицы с зачеркнутыми и незачеркнутыми столбцами, то 
получим утверждение Следствия 27.2.. 


Замечание. Такой же результат мы получили бы, если представили матрицу М», 2 (1) 
в виде 
Мт,,2т (1) = Ми, п(21 1) + М, п (212). 


Теперь, зачеркивая все те столбцы матриц №, п(2 ТА) и №, п(2|Л), в каждом из 
которых есть как минимум два нулевых остатка в строках 1 < ф < т = п(п) и 
1 <г <т" =л(\У2п + 1), можно определить количество простых чисел на отрезке 
целых чисел [Л, А + 2п] при (Л, п) = и(п), А > п. 


Теорема 27.2 Имеют место соотношения 


пой) = той) = т [+ | рум}. 


п(2п?) — п(п?) = п(п?) + [юв2 пт] + | о — ь } 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу М», эп? (1), где т = л(п?), т” = 


п(М2т2). Представим ее в виде 


В 

М. 2т? (1) = Мира ыы Мин (т те 1 — Е (2 Т 9) + а (2]2). 
Зачеркнем все те столбцы в этих матрицах, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка в строках 1 <#<т=л(п?) и1 << л(М2т?). 

1. В матрице М», „2(1) количество незачеркнутых столбнов есть {т = п(п?) + 
2105 п], а количество зачеркнутых столбцов есть А1 = 12 — *. 

2. В матрице М», „2 (п? + 1) количество незачеркнутых столбиов обозначим К%, а 
количество зачеркнутых столбцов обозначим 2. 


К = п(2т2) — л(п?) +1, № = п? — п(2п2) + п(п?) -1- 205. п, 
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или 
2 2 2 (2%) —1 1, 9 ю(2п) =1 
=" —л(2 1 | | 
Ко = п — л(2^) + л(п^) +| 7 0 р ы(2п) > 1 
Потому что среди чисел п? + 1,7? +2,...,2т2 есть только одно число вида 28. 
Так как т Г 
Ми, п? (п? +1) — Мъ. и2(п? +1) = 
5: 9 2 п(2п) —1 ар и) =1 
= с» (ть, п, 1 — 
ск (ть, п ++ (ие) + | г а О ты) > 1 
и 


К ——К 
М2. „2 (п? +1) —- ММ, „(и +1) = (ть, 2, п? + 1) + я (и?) + 2008] + 


Ти =1 
Е 


Отсюда, получаем утверждение теоремы. 


Следствие 27.3 Имеют место соотношения 


т (ау) = этот) + "бт "|+ |. . в. 
п((2п?)) = 2т (2?) + Повз т] + т —_ _- — 


Доказательство. Рассматривая расширенную матрицу Мю, (2)? (1) и представляя 
ее в виде 


М», (2)? (1) — Мн. 2т? (1) Е Мт, 22 (п? + | — а 212 (2 Т Те В ааа (212), 
и зачеркивая все те столбцы этих матриц, в каждом из которых имеется как минимум 
два нулевых остатка в строках 1 <&# < т = л(2'?), 1<# <пт” =л(\4т?), заметим, 
что 
1. В матрице Ми, 2„2(1) количество незачеркнутых столбцов обозначим Ат, а ко- 
личество зачеркнутых столбцов обозначим 1. Получим 


Е - 


вое) = 
БТ 2 2 , 
ЕЙ т(оий) + (ий) + дов] + а 
2. В матрице Ми, 22 (22 + 1) количество незачеркнутых столбцов обозначим К&, 
а количество зачеркнутых столбцов обозначим Ао. 


кок МТ [1 


ли) = 
= 2? — п(2п?) + 2[0=2 Г. 
К2 = 217 — п(2п^) + 2[05 о аа 
Сопоставляя столбцы матриц по зачеркнутым и незачеркнутым столбцам, получим 
Следствие. Потому что 


21) —1 ? — 
пало [9] [4-1 
ИЛИ 


9 С 1 Л и(2п) =1 
с (ть, 21 ‚2т ог 9) ый 2082 п] +1 0, ] и(2т,) >1 | 


Глава 28 


Квадратные матрицы остатков 


Напомним, что матрица М», „2(^Л) называется квадратной, если количество ее столб- 
цов равно полному квадрату натурального числа. 


Теорема 28.1 Имеют место соотношения 


аа аи | 0, 21 о. й 








2 Ба ии) > 
кк туз [49] {1951 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу М», „2 (1), которую можно пред- 
ставить как сумму двух сдвинутых матриц 


Ми) = Мих М, д -Т), 


где Л = (п(п — 1)), т=л(п(п — 1)), ть = л(Мл?) = п(ю. 

Зачеркнем все те столбцы в этих матрицах, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка в строках 1 < 1 < т = л(Л) и1 < 1 < пи = л(п). Учитывая, 
что матрицы Ми, л(Т) и М, л(п + 1) имеют общие столбцы, которые соответствуют 
числам п +1, п -+2,...,п(п -— 1), которые можно не учитывать, заметим, что 

1. В матрице Ми, „(1) количество незачеркнутых столбцов есть Ат = л(п)-+ [055 п], 
а количество зачеркнутых А1 = п -— #1. 

2. В матрице М, п(Л - 1) количество незачеркнутых столбцов 


№ > р "| “= | ь 1} и(п) =1 | 








ГИ) 
или 
В п(п) — и(п) Оз и(п)=1 
2 > : 
4 Тр ари(п) >1 
Потому что, возможно, среди чисел А+1, Л-2,... ‚п? есть одно число вида 2°, Л < 28 < 


п?. Поэтому другие столбцы, соответствующие четным числам, зачеркнуты. Также 
зачеркнуты все нечетные столбцы, которые имеют хоть один ненулевой остаток в 
строках 1 <1<т = л(Л) и1 <1< п’ =л(п). А это означает, что зачеркнуты и те 
столбцы этой матрицы, которые вида р, где 2 < р; < п, Л < р? < п). 

Количество зачеркнутых столбцов 


в Ге де о то 





139 


140 Э. Мкртумян - Матричная математика, 





или 





Учитывая ‚ что 


с» (ть, т? п? + 1) = а +1, 


и сопоставляя матрицы с зачеркнутыми и незачеркнутыми столбцами, получим Тео- 
рему 28.1. 


Следствие 28.1 Среди 2п последовательных целых чисел, взятых ‘из совокупности 


чисел п-+ 1, п2?] есть как минимум [ве —и(п) или [ии —и(п) простых 


чисел. 


Доказательство следствия тривиально вытекает из теоремы, если рассматриваем 
матрицы М, 2т(1) и Ми. 2т(Л), где п < Л < п?, с теми столбцами зачеркнутыми в 
каждом из которых есть как минимум два нулевых остатка в строках 1 <1<т < 
п(7>) и1 < # < т” < л(п), и сопоставляем их с зачеркнутыми и незачеркнутыми 
столбцами. 


Следствие 28.2 Имеют место соотношения 


а) т(п?) — (и —1)) > и т 


2 


в) л(п? +2п) — п(п2) > и = 1: 


Доказательство. 

а) Рассмотрим расширенные матрицы Мн. в(1) и Ми. в(п?-+1), где т = л(п2), т» = 
п (п). Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть один нулевой 
остаток в строках 1 <{<т < л(п?) и1 < <т* < л(п). 

1) В матрице М», (1) количество незачеркнутых столбцов есть А{ = [055 п] + 1, 
а количество зачеркнутых А1 = п — [1082 п] — 1. 

2) В матрице Ми, п(п2 + 1) количество незачеркнутых столбцов допустим Аё = т, 
а зачеркнутых №2 > п- х. Предположим, что среди чисел п? —п-+ 1,7? =-п-2,...,п2 
возможно есть одно число вида 2. 





Сопоставляя матрицы по зачеркнутым и незачеркнутыми столбцами, получим 
следствие, или, точнее, пункт а). 


п(п?) — л(п(п — 1)) > ры -1 . _ о. _. й 


потому что и(п?) = 1 только при п? = 2%. 

Ь) Рассмотрим расширенные матрицы Ми, 2т(1) и Ми, 21(п?-+ 1), где т = л((2п— 
1)2), т» = п(2п). Зачеркнем все те столбцы этих матриц, каждый из которых содер- 
жит как минимум два нулевых остатка в строках 1 < { < т < п(п?) ит < < 
т” < л(2т). Рассчитывая количество зачеркнутых и незачеркнутых столбцов в этих 
матрицах, получим 


пень [9499 
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Теорема 28.2 Имеет место соотношение 


пооуаанейу [ме] _ {1 | 





если п > 5. 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу М, „2(1), где п > 5, т = 


п(”), т” =л(п), т» = т-+ т”. Представим ее в виде 


2 

Мне = Мт..,(1) Е М». х(А за 1, А = о 
Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум два 
нулевых остатка в строках 1 < <ти1<Г < ти. 

1. В матрице М»,.(1) количество незачеркнутых столбцов есть АТ = л(Л) + 
2052 п] — 1, а количество зачеркнутых столбцов есть К1 = А— (Л) — [0521]. 

Потому что число 1 не зачеркнуто, а число 2 одновременно и простое и вида 2°. 

2. В матрице М», л(Л + 1) количество незачеркнутых столбцов обозначим №5 = 
п(п?) — п(Л) + 1, потому что среди чисел Л+1,Л+2,...,п? есть только одно число 
вида 25. 

А количество зачеркнутых столбцов в матрице М», (Л -1) есть А2 > л- п(п?) + 


п(л) + Е — 1. 
Так как 


М. А+ М. м) > ети АА И | 


Расставляя столбцы матриц так, чтобы с одной стороны расположились незачерк- 
нутые столбцы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением 
столбцов, получим 


нору [а] _ [диет 





или 





и - 


Так как А = о. Это и есть утверждение Теоремы 28.2. 
Теорема 28.3 Функция с„(т»„,2п, А) где 
ты =т-+ т”, т=л(п), п = т(М2т +1), (^,2п) = и(2п), 21 < л< 22, 


определяется формулой 


т ог о(2п) =1 
с» (т, 2т, А) > п(2%) — л(п) — т : 
«аль > тбл) = бод 
Доказательство. Рассмотрим расширенные матрицы Мю, 2ъ(1) и Ми, 2т(А), удовле- 
творяющие условиям теоремы. Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из 
которых есть как минимум два нулевых остатка, в строках 1 < <ти1<ф < м. 
1. В матрице М», 2»(1) количество зачеркнутых столбпов есть №1 = 2п — п(2п). 
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2. В матрице М», .2.(Л) количество зачеркнутых столбцов есть К2 = 2п — п(А + 
21) —л(^). 

Так как эти матрицы имеют одинаковое количество столбцов, но в матрице М», 2т (А) 
количество зачеркнутых столбцов на 1 больше количества зачеркнутых столбцов в 
матрице М, 2» (1), потому что столбцы, соответствующие числам 1 и 2, не зачеркну- 
ты. Но в матрице М», 2(Л) не зачеркнуты только те столбцы, которые соответствуют 
простым числам. Поэтому, учитывая, что эти матрицы имеют одинаковое количество 
столбцов и то, что 


Мт.,2т(А) 4 Мт.,2п (1) — с» (ть, 2п, А), 


получим 
—— 2 ее К = — — [: е} и(2%,) =1 
Мт,. 2% (А) Иан сы = с„(ть, 2п, ^) > п(2п) ао | 0, &{ и(2%,) >1 | 


Теорема 28.3 доказана. 


Следствие 28.3 Функцил с» (т», 2т, А) показывает не только разность нулевых остат- 
2 т 

ков в зачеркнутых столбцах матриц в виде М „, (Л) — Мт, 2.(1), но и разность 

) ) 


ненулевых остатков в этих эже столбцах. 


Доказательство. Так как формула Гт(п;) + и(п;) = л(п) определяет сумму коли- 
честв нулевых и ненулевых остатков 1-го столбца любой матрицы, удовлетворяющей 
условиям теоремы, то доказательство следствия тривиально вытекает из теоремы 28.3. 


Глава 29 


Побочные и средние матрицы остатков. 
Симметричные матрицы 


Теорема 29.1 Матрица остатков, обладающая средним столбиом, состоит, из отре- 
деленного количества побочных и средних матриц. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Ми.2м+1(1). Она обладает средним столб- 
цом, потому что ее крайние столбцы соответствуют нечетным числам. Пусть п = 
[М2М№ + |, ат =л(п). Представим матрицу Ми,2м+1(1) в виде 


Мт,эм-+1(1) = Мт» кт (1) нЕ Мио (Кп и 1) НЫ Мтт(2№ + 1- кп), 


Ве Ао; 

Все матрицы вида М», кп (1) и расположенные по краям матрицы Мт,2м-+1(1), как 
например Мтп(1) и Мть(2М + 1 — п), или Мти(Т) и Мт.(2М№ +1 - 2п) явля- 
ются побочными матрицами матрицы Мт,2м-1(1), а все матрицы вида Мти (п + 1) 
и Мти(2М +1- 2), или Мт2®(2% + 1) и Мт‚2.(2М№ + 1 - 3п) являются средними 
матрицами матрицы Мт,2м+1(Т). Теорема доказана. 


Следствие 29.1 Побочные и средние матрицы, которые находятся на равных; рас- 
стояниях от среднего столбиа матрицы Мт,эм+1(Т) называются симметричными 
матрицами остатков и имеют одинаковое количество столбиов. 


Доказательство следствия тривиально вытекает из доказательства теоремы. 


Замечание. Побочные матрицы иногда можно называть боковыми, потому что они 
расположены по бокам главной матрицы. 


Теорема 29.2 Любая квадратная матрица обладает определенным, количеством сред- 
них и побочных (боковых) матрим, остатков. 


Доказательство. Вспомним, что количество столбцов квадратной матрицы равно 
полному квадрату натурального числа. Сначала мы докажем теорему для начальной 
квадратной матрицы, т.е. для матрицы Мии?2(1), где т = л(п), 21п. Ясно, что 
матрицу М», „2(1) можно представить в виде 


М2 (1) — Мтк(1) ил Мт к (К + 1) в Мико (п? — п- 1), ие [5 


Следовательно, матрицы Мт/п(1) и Ми? — Кп + 1) являются побочными (бо- 
ковыми) матрицами по отношению среднего столбца матрицы М», „2(1), при т = 
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п(п), 21п. А матрицы, которые находятся между боковыми матрицами и имеют оди- 
наковые размеры, называются средними матрицами. Например, матрицы Мтии(п- 1) 
и Мюи(п? — т+ 1). 

Аналогичную теорему можно доказать и для матрицы Мии2(А), где т = л(п), 
независимо от четности А > 2. Потому что крайние столбцы квадратной матрицы 
соответствуют числам одинаковой четности. 


Теорема 29.3 На числовом отрезке [(ф — 1)?, (р + 1)?] есть как минимум одна пара 
простых чисел близнецов. 
Доказательство. Рассмотрим расширенные матрицы Ми, (р—1)2(1) и Ми, (р-1)2(р-+ 
1), где т = п((р- 1)2), т* = л(р), т» = т + т*. Зачеркнем у этих матриц все 
те столбцы, в каждом из которых есть как минимум два нулевых остатка в строках 
1<1<ти1<Фф < м. А также те столбцы, которые соответствуют простым числам 
рь, где р < рь < (р- 1). Обращая внимание на матрицы с зачеркнутыми столбцами, 
заметим, что 

1. В матрице М», („_1)2(1) количество незачеркнутых столбцов есть Ал = л(р) +1, 
а количество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть №1 = (р- 1)? —л(р) — 1. Так 
как столбец, соответствующий числу 1 не зачеркнут. 

2. В матрице Ми», (р—1)2(Р+Т) количество незачеркнутых столбцов есть №5 = п((р— 
1)2) — л(р) + Х. Где Х - количество тех простых чисел р*, где (р — 1)? < р < (р+1). 
А количество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть 


Ка = (р+1)? — № = (р+1)? -п((ф- 1") + п(р) -х-1. 





Потому что крайние столбцы этой матрицы зачеркнуты. 

Расставляя столбцы матриц так, чтобы с одной стороны расположились зачеркну- 
тые столбцы, а потом незачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением 
столбцов, получим Хх = л(р) — 1. В противном случае мы не сможем утверждать, что 
бе = (02 вели = р, 

Так как Х показывает количество простых чисел вида ру, следовательно, каждое 
из этих простых чисел при делении на 2;3;4:5 дадут остатки, равные числам 2:3;4;5 
различными вариантами, следовательно, среди них будет как минимум одна пара 
таких простых чисел, которые далут остатки 2:4, или 3;5, которые и будут простыми 


близнецами. 


Следствие 29.2 Имеет место соотношение 
Е 


где функция |*(х) показывает, количество пар простых чисел близнецов на отрезке 
[1,2]. 


Доказательство следствия вытекает из доказательства теоремы. Рассмотрим мат- 
рицу 
2 
М, ‚(4пу? (1) = Ми, (2%)? (1) ый М. (2%)? (2) +И = 


= Ми, 4в(1) + Ми, дп(4т + 1) +. + Ми, 4((2%)? — 4% 1, 


где т = л((2п)?), т* = л(2п). 
Теперь, рассуждая, как в теореме, получим следствие. 
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Теорема 29.4 В каждой из матриц Мт,.2т (А), где 
(Л, 2) = ь(2п), 2п < Л< (2), т, =т+т*, т = л(2п), т =л(М 2? +1), 


ри = 
0, Ёы(2т) >1 


п(п) 
содержится не менее, чем | —^| — 


рых соответствует простому числу. 


} столбцов, каоюдый из кото- 


Доказательство. Рассмотрим расширенные матрицы М», 2ъ(Т) и Ми. 2®(Л), где 
(Л, 2%) = и(2п), 2п < Л< (22, т, =т-+т*, т = п(2п), т =л(М 2"? +1). 


Зачеркнем у этих матриц все те столбцы, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка, в строках 1 <1<ти1<ф < м. 
1. В матрице М», 2»(1) количество зачеркнутых столбпов есть 1 = 2п — п(2п). 
2. В матрице Ми, 2. (А) количество зачеркнутых столбцов есть А2 = 2п — п(Л-+ 2п) + 
п(Л). 


Согласно Теореме 28.3 мы имеем 


пы ыы | 1, 7 и(2п) =1 р, 





следовательно, имеет место соотношение 


М: (0) М.) > обл одь) = | "Ия | 4 тЫ, 





Или 





О ры | т т р 


> 
п(л + 2п) — л(л) > | -1 т - о } 


Теорема 29.4 доказана. 


Следствие 29.3 Имеют место соотношения 


отн) > жби) + ров — [51 5 


6) л((2п)?) > 2т(2п?) + ры -1 г | р — у 


Доказательство. Рассмотрим матрицы М, 212 (211) и №, 22 (2|2), где т» = т + 
* * 
еее УИ} 
Зачеркнем у этих матриц все те столбцы, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка в строках 1 <#<л(п?) и1<# < и. 
1. В матрице №», 2,2 (21 1) количество незачеркнутых столбцов есть 


К* = л((2п)2) = 2^(2т?) + [ово п] — | ь _ _ г } | 


а количество зачеркнутых столбцов есть 1 = 27? — #4. 
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2. В матрице №, 22 (2|2) количество незачеркнутых столбцов есть 


ив } 


К* > 2т(2п2) + [ю#2 п] — | 0, 4 ы(2т) >1 


а количество зачеркнутых столбцов В этой матрице есть 


ее [М 





Расставляя столбцы матриц так, чтобы с одной стороны расположились незачеркну- 
тые столбцы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением 
столбцов, и учитывая еще в них функцию с(т»,2п2,2п? + 1), получим утверждение 
Следствия 29.3. 


Замечание. Такие же ответы получили, рассматривая матрицу 


М». (2)? (1) = Ми, 2т?(1) + Ми. (21? +1), 


где т, =т-+ т”, т = л(2п2), т” = п(2п). 


Следствие 29.4 При К > 2 имеет место соотношение 
| К ‚  и(п) = } 
пп”) > (п(п) +1) + л(п : 
бр (ия 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу Ми, пк (1). Ее можно предстал 
вить в виде 
Мн. ик (1) = Ми, (21 1) + М, ^(2]2), 


где А = [= ‚ т = л(Л), т” = л(М ий). 

Зачеркнем у этих матриц все те столбцы, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка в строках 1 <& < т = (Л) и1<# < т* =л(У т). 

1. В матрице №, 2.2 (211) количество незачеркнутых столбцов есть Ат = л(2^), а 
количество зачеркнутых столбцов 1 = ЗА — п(2^). 

2. В матрице №, л(2|2) количество незачеркнутых столбцов есть 5 = 2”(Л) + 
2102. МЛ] — 2, а количество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть > = 2 — Ко. 

Потому что при зачеркивании четных столбцов матрицы М, п^(1) столбцы, со- 
ответствующие числам 2 и 2%, не зачеркиваются. Следовательно 


МА (212) — М, (211) = с, (ть А, +). 
Получим 
нову очи к дьвый - [191 | 


С другой стороны, если бы мы зачеркнули все те столбцы, в каждом из которых было 
бы как минимум два нулевых остатка, в строках 1 < <ти1 < Г < т", то получили 
бы утверждение Следствия 29.4. 


Следствие 29.5 Если 2 < К < п, то имеют место соотношения 


од (дей) > (бо + бов } 


Бут) > (под + Пети р г} 
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Доказательство. Рассмотрим расширенные матрицы №, л(2 11) и №», л(2|2), где 
А |9 ‚ть =т-+ т”, т = л(Л), т" = л(Мтй). 

а) Зачеркнем у этих матриц все те столбцы, в каждом из которых есть как мини- 
мум два нулевых остатка в строках 1 < # < т = л(Л) и1 < й <т* =л(Мтй). 

1. В матрипе №, (211) количество незачеркнутых столбцов есть {1 = л(2^), а 
количество зачеркнутых столбцов 1 = 2 — л(2^). Потому что столбец, соответству- 
ющий числу 1 тоже не зачеркнут. 

2. В матрице №», л(2|2) количество незачеркнутых столбцов есть Аз = л(2^) + 
2052 К] — 2, а колличество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть 2 = 2 — №5. 

Потому что столбцы, соответствующие числам 2 и 2°, где Л < 2° < 2А не зачерки- 
ваются. Так как 

№2, (212) — Ми, (211) = си(т», +1), 


то следовательно, получим пункт а) Следствия 29.5. 

Ь) Если бы мы зачеркнули все те столбцы этих матриц в каждом из которых есть 
как минимум два нулевых остатка в строках 1 < 1 < т = л(Л) и1 < Г <ю,, то 
получили бы. 

1. Количество незачеркнутых столбцов К? = л(2^), а количество зачеркнутых 
столбцов №1 = 2А — л(2^). 

2. В матрице №, л(2|2) количество незачеркнутых столбцов есть Аз = л(2^) + 
2105 К] — 2, а количество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть А2 > 2 -— А5 — 

Тр ари(п) =1 
| 0, 2 и(п) > 1 } 

Отсюда сразу получаем пункт Ъ) Следствия 29.5. 


Следствие 29.6 Если 2 < К < п, то имеют место соотношения 


а) п(2^) > (п(2^—1) + 1)? - 210821] -{ . _ — Е. й 





Бут > инт, | 


Доказательство. Рассмотрим расширенные матрицы №, 2к (211) и №, 2^(2|2), где 
т» = т + т, ть = (21), т” = л(М 2%). 

Зачеркивая у этих матриц все те столбцы, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка, 

а) в строках 1 <1<ти1<#й<и”’; 

б) в строках 1 < <ти1<й<и”; 
и рассуждая так же, как при доказательстве Следствия 3, получим утверждение След- 
ствия 29.6. 


Замечание. Если матрицы остатков показывают, что натуральный ноль (0) прини- 
мает значения 0„, = [1 р;, т = (п), то расширенные матрицы осталков показыва- 
ют, что 


т, т 
0% = [ [2+ | [р 
ел а—1 


где т = л(п), т =л(\/п). 

Следовательно, число НОЛЬ (0), которое, как считаем, кратно всем целым числам, 
приводит к неопределенностям на числовой оси. Матрицы остатков ограничивают 
область делителей числа НОЛЬ для квадратных матриц. Метод двойного решета 
показал это ограничение для точки отсчета с левой и с правой стороны. 
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Глава 30 


Комбинаторика на числовой оси 


Применение известной формулы комбинаторики С° = 04-8 приа = п, = (п) приво- 


со п(п) с") 


дит к соотношению ен = С или СИТ = СТ. Это вызывает ряд интересных 
вопросов в том случае, когда мы хотим применить ее для определения количества 
простых и составных чисел на числовых отрезках [1,2п] и [1,п?], где т - целое чис- 
ло. Теоремы, которые были доказаны в предыдущих разделах, подтверждают это. 
Зачеркивание столбцов расширенной матрицы М, „2(1), где т» = т+ пи, т = 


2 п) —1 
п("-), п” = л(п), фактически указывает на следствия формулы с а СТ. Зачер- 


кивая в матрице Мн, „2 (1) все те столбцы у этой матрицы, в каждом из которых есть 
как минимум два нулевых остатка, мы, фактически, выделяем все те столбцы этой 
матрицы, которые соответствуют составным числам. Так как в каждом столбце мат- 
рицы Ми, „2(Т) содержится л(п) нулевых и ненулевых остатков, поэтому т” = л(п) 
21:2 Е | 
становится расширяющим фактором, потому что, если ру|пу, то рат; и рапу, где 





ря. 


В итоге получаем, что формула С” = 0". —”) и метод двойного решета равносиль- 
т 

ны на числовой оси и являются причиной образования побочных (боковых) и средних 

матриц в матрицах остатков. 

С другой стороны, возникает вопрос: можно ли процесс такого числообразования 
распространить и на отрицательный участок числовой оси? Ведь рассматривая мат- 
рицы М,.,2. (1) и Ми, „2(Т), мы изучаем только положительные числа! 

Не трудно заметить, что натуральный ноль 0», ограничивая числовую ось, превра- 
щает ее в сумму отрезков, имеющих одинаковые размеры в виде матриц. Числооб- 
разование на которых происходит почти по одинаковым законам, которые диктуют 
математические действия. 

Теория матриц остатков (матричная математика) убеждает нас в том, что на чис- 
ловой оси нет безразмерных чисел, каждое из них показывает определенное количе- 
ство единичных отрезков, имеющих определенную длину. 

Поэтому не только составное, но и простое число есть сумма единичных отрезков 
и представимо в виде произведения двух чисел. Конечно, простое число невозможно 
представить в виде произведения как минимум двух простых чисел, поэтому простое 
число кратно только единице, а то, что простое число считается кратным самому себе, 
это условность. 

Так как из того, что рр’ следует, что р;|р:. Принимая р? за единицу, рх станет 1%, 
потому что шагая от точки р; с длиной шага, ру, мы через К шагов наступим на точку 
р’. Двигаясь в обратном направлении от точки р* с такой же длиной шага, мы тоже 
через К шагов наступим на точку р;. Поэтому понятие числа на числовой оси зависит 
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не только от точки начала отсчета, но и от направления расчета единичных отрезков. 
Это следует из главной аксиомы нашей математики, что число 0 кратно всем целым 
числам. Поэтому мы и удивляемся, когда встречаемся с формулами 0!=1 или С0 = 1. 

Матричная математика старается сгладить те условности, которые допущены в 
существующей математике и сталкивается с огромными трудностями, которые создал 
ют поклонники традиционной математики, для которых нет разницы между длиной 
и площадью поверхности, или объемом. Они были вынуждены признать существовал 
ние иррациональных и мнимых чисел, не вникая в истинную сущность этих чисел. 
Особенно это проявляется при решении уравнений любой степени, потому что невоз- 
можно толком понять механику решения уравнения, и чем отличается уравнение от 
равенства и от тождества. 

Как дополнение к сказанному, рассмотрим уравнения а)2%—30 = 0и )25—х30 = 0. 
Считаем, что уравнение а) имеет одно решение х = 15, а уравнение Ъ) имеет 30 
решений. И не понятно, по каким критериям определяется количество этих решений. 

В матричной математике эти уравнения рассматриваются как совокупности чисел 


О а 


И нужно найти количество шагов определенной длины, чтобы начиная движение от 
точки (числа) 1 через определенное количество шагов наступить на точку а) 30, Ь) 
2: 

В случае а) это простые или все делители числа 30, в случае Ъ) и(30х). 

Такой подход приводит нас к тому, что любое уравнение любой степени имеет 
определенное количество целых решений, которые с помощью дифференцирования 
можно свести к решению квадратного, биквадратного, или кубического уравнению. 
Это доказывает, что число 0 не может быть кратным всем целым числам. Потому что 
это противоречит определению числовой оси. 

Принимая понятие натурального нуля 


т, т* 
1=1 9=1 


где т =л(п), п” =л(\/п), мы ограничиваем количество целых чисел отрезка, [Л, А + 
п]. Представляем их в матрице М», 2(Л), где 


2 


(Л, п) = и(п), ть =т-+ т”, т = п(>). т” 


= (п), 


и изучаем каждый столбец этой матрицы, как вдоль числовой оси, так и по вертикали. 
Поэтому любой столбец квадратной матрицы показывает реальное число, а ее сред- 
ний столбец становится главной точкой (столбцом) отсчета для расчета остальных 
столбцов (чисел) в этой матрице. 

Такой подход к числовой оси приводит нас к тому, что числообразование не зал 
висит от той части матрицы, которая находится на отрицательном участке числовой 
оси, потому что не только матрица Ми, „з(1) является квадратной но и матрица 
Мн. „2 (—%). Поэтому закономерности числообразования на них протекают почти по 
однообразным законам. 

Так как каждый столбец матрицы характеризуется не только нулевыми, но и нену- 
левыми остатками, то формула, 


Гт» (пу) т. (13) = 1т. (13) 
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становится главной характеристикой для столбца под порядковым номером пу. Ко- 
нечно, приходится точно определять сумму т„ = т + т», которую символически 
обозначим ли, (1;). 

Матрицы остатков утверждают, что на виртуальной прямой отмечая точку, кото- 
рая превращает эту прямую в числовую ось, фактически определяет геометрические 
места всех чисел, которые находятся на левой и правой стороне от точки, которую 
называем началом данной числовой оси, и все числа на этой оси становятся равно- 
правными. 

Это приводит к тому, что числа вида 23, где 1 < 2° < п, 215, называются ирра- 
циональными потому что не только они равноудалены от среднего столбца матрицы 
М. „2(1), но и простые числа рь, где п(п — 1) < рь < п”. Рассматривая матрину 
Мн. „2(—т) по этой же причине столбцы промежутка [-п, —|, каждый из которых 
содержит только один нулевой остаток в строках 1 <1<ти1<# < т», называются 
простыми столбцами, а их соответствующие числа называются мнимыми, потому что 
хотя они отрицательные, но все же целые числа. В этом смысле отрицательные числа 
можно называть остатками, потому что остатки (вычеты) определяются по модулю. 

Таким образом, простым столбцам матрицы М, и?(—п), которые находятся в про- 
межутке целых чисел [-п, —1], и столбцам матрицы М, и2(Т), которые соответству- 
ют числам вида 2°, где 1 < 2° < п, 218, можно назвать потенциально простыми 
числами, потому что они порождают новые простые числа на отрезке целых чисел 
[(% — 1)?, п?]. Учитывая относительность понятия числа на числовой оси некоторые 
простые числа из промежутка чисел [(п- 1)?, п?|] можем называть иррациональными, 
а некоторые мнимыми, в зависимости от точки, которую считаем для них началом 
отсчета. 

Кроме того, при натуральном значении 1 и у имеем 





2 = 0 д” = Оп д" = М, 





где М! >» пи с помощью матриц остатков можем определить л(М№1), потому что 
матрицу Мт” (1), т = п(п), всегда можно представить как сумму определенного 
количества матриц остатков Мт.п(1), где т = (п). 

В этом нам помогут процессы извлечения корня, логарифмирования и дифферен- 
цирования, если число т рассмотрим как функцию }(5) = 1", а п как конкретное 
число. Следовательно, процесс дифференцирования можно рассматривать как про- 
тивоположное действие возведения т в степень п (конкретное число). Такой подход 
поможет нам определить п(2Р) с помощью л(5) и [0522], или п(25) и [05221], или с 
помощью [052 п] и [052 2]. 

В этом процессе выясняется, что простые числа 2, Зи 5 играют основную роль в 
числообразовании чисел на числовой оси, потому что остальные простые числа имеют 
вид 45 —1и 45+ 1. Поэтому любое уравнение, которое имеет столько решений сколько 
самая большая степень этого уравнения, можно свести к квадратному, кубическому 
или биквадратному уравнению. Хотя без теории матриц остатков трудно себе это 
представить. 
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Глава 31 


Потенциально простые числа и уравнения 


С помощью матриц остатков решаются не только проблемы распределения простых 
чисел на отрезке целых чисел [А,2Л - 1], но и уравнение 


"+ а" 1 +...+1=0, -т<а<1. (31.1) 


(31.1) рассматриваются как сумма различных равенств, или тождеств в виде матриц 
остатков, у которых нужно найти количество столбцов, соответствующих простым 
или составным числам. Например, 


Мтиз (1) = Ми»(1) + Ми (п + 1) +... + Миж(п? —п+ 1) = 
== т.2т(Т) ВЕ Мт,2.(2% НЕ 1) НЕ НеР-Е Мп. (п? —2т-+ 1) = 
= Миьп(1) + Миюкп+ 0+. --+ Мю (и? - += 
= Ми,л(1) + Мт,х(А + 1) = №, (211) + №,^(212), 





где А = | ` 
Теорема 31.1 При р > 3 имеет место соотношение 
п(р) —1 
2п(р?) - | р) 1> л(2р?) < 2п(р?) + [052 р] +1. (31.2) 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу Ми, эр? (1), где т = п(р?), т* = 


п(\/2р?), т» = т-+ т”. Представим ее в виде 
Мн. 2р2 (1) — Ми, 221) + Аа (р? + 1). 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум два 
нулевых остатка в строках 1 <#<т= (р?) ит < <т* =л(\/29?). 
1. В матрице Ми, „2(1) количество незачеркнутых столбцов есть №! = п(р?) + 
21055 р], а количество зачеркнутых столбцов есть А1 = р? — &* = р? — п(р?) — 2[055 1]. 
Потому что в матрице М, р2(1) имеется 2055 р] столбцов. В каждом из которых 
содержится по одному нулю в строках 1 =Т и #' = 1. И эти столбцы не зачеркнуты. 
2. В матрице Ми, р2(р? + 1) количество незачеркнутых столбцов равно 


№; = п(2р?) — (р?) +1, 
а количество зачеркнутых столбцов 


К = р? — №5, 
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потому что среди чисел р? + 1,0? +2,...,2р? есть только одно число вида 28, р? < 
28 < р”: 
Так как 
Ми. р? (р’ Е И) — Ми. р?(1) —= сх(т»,р^, р? = п, 


то следовательно, имеют место соотношения 


—® —® 

М т, р? (р* +1 - Мт. р2(1) = с, (т,, р?, р? +1) — п(2р?) + л(р?) — 1. (31.3) 
Следовательно, 

М, 2" + - Ми „(1) = с» (ть, р?, р? +1) — п(р?) — 21082 1. — (31.4) 


Здесь 2 и К! - количество тех столбцов матриц М», р? (2+1 и М». р? (1), в каждом 
из которых есть как минимум два нулевых остатка в зачеркнутых строках 1 <1< т 
и1 <? < м. 

Вычитая (31.4) из (31.3), и учитывая, что 


те —— п(р)—1 
те, о) = [9-И 
и 
ятА2 2 их 
Мт. 2 (р р. И ыы М ть, р? (1) = [ов р], 


получим выражение (31.2). Таким образом, Теорема (31.1) доказана. 


Следствие 31.1 При р > 3 имеет место соотиношение 


п(2р°) — 2т(р?) = [055 2р"] — [юв4 2р?]. (31.5) 


Доказательство. Рассмотрим расширенные матрицы М», р2(1) и Ми, р? (2? +1), 
где р > 3, т = п(р?), тт = п(\/2р2), ть = т + т*. Зачеркнем все те столбцы 
этих матриц, в каждом из которых есть как минимум два нулевых остатка в строках 
1<:<т=л(р?) ит < # < т = л(\/р2). 

1. В матрице М», „2(1) количество зачеркнутых столбцов есть А1 = р? — п(р?) — 
2055 р], потому что столбцы, соответствующие числам 1 и 2 не зачеркнуты, а столбцы, 
соответствующие числам 29, где р; > 3, 4 < 29% < р, 2 <К< [| все зачеркнуты. 


2. В матрице Ми, р? (р? + 1) количество зачеркнутых столбцов есть Аз = р? — 


п(2р?)+л(р?), потому что все остальные столбцы зачеркнуты, учитывая, что К — К = 


[ов 2р”]. 
Вычитая ^2 из А1, получим 


п(2р°) — 2п(р°) = ов» 2р*] — ов 2р°] = [ю82р]. 
Следствие 31.2 Прир > 5 имеет место соотиношение 
п(2р°) — 2п(р°) = Повз 2р*] + Повь 22°] — 1 = [ово р. (31.6) 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу Мн» 22 (1), лер> 5 т = 
п(р?), т = п(\/2р?), т» = т + т. Представим ее в виде 


М». 2р2 (1) =. а (р? и 0 в. Миа 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум два, 
> .* * 2 2 2 2 
нулевых остатка в строках 1 << ти1<г<м». Но ру #3 з 75 ь 
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1. В матрице М»„, р2(1) количество незачеркнутых столбцов есть 
К = п(р?) + [02 2р?] - [055 2р*] +1, 
а количество зачеркнутых столбцов есть 
м =р? — п(р?) — Пюрз 2р?] — Пюв 2р?] — 1. 


2. В матрице Ми, р? (р? - 1) количество незачеркнутых столбцов А > п(2р?) + 

2 
п(р”)-2. 

Среди чисел р? + 1,р? +2,...,2р?, возможно, есть одно число вида 3%, где р? < 
3° < 2р2, и одно число вида 5%, где р? < 5$ < 292. 

Расставляя столбцы матриц так, чтобы с одной стороны расположились незачерк- 
нутые столбцы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением 
столбцов, получим выражение (31.6). Потому что хотя общее количество столбцов у 

2 
матриц равное, но количество четных столбцов у матрицы М, р2(р” - 1) на единицу 
больше, чем количество четных столбцов у матрицы М», р2(1), а количество нечет- 
ных столбцов у матрицы М, р2(р? + 1) на единицу меньше, чем количество четных 
столбцов у матрицы М, р?(1). Поэтому и получаем выражение (31.6). 


Примечание. Так как с помощью матриц остатков можно точно определить вели- 
чину л(2р?) — 2т(р?), следовательно, любую проблему числообразования на числовой 
оси можно определить совершенно точно. Об этом нам говорят Следствия 31.1 и 31.2. 


Теорема 31.2 В матрице Мт,..2ь(А), где А > 3р, (Л,2р) = ,(2р) имеется не менее 


1 —1 - 
ов — 1 столбиов, каждый из которых соответствует простому числу. 


Доказательство. Рассмотрим расширенные матрицы Мь,,2р(1) и Мю..,2р(Л), кото- 
рые удовлетворяют условиям нашей теоремы и где т = л(2р), т* = л(\/Зр + Т), т» = 
т + т”. Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как мини- 
мум два нулевых остатка в строках 1 <1<ти1<Г < м. 

1. В матрице М»,.2р(1Т) количество незачеркнутых столбцов есть КТ = л(2р) + 
1, а количество зачеркнутых столбцов есть №1 = 2р — п(2р) — 1. Так как столбец, 
соответствующий числу 1 не зачеркнут. 

2. В матрице М»,.2р(А) количество незачеркнутых столбцов обозначим 5 = Х. 
Величина Х показывает те столбцы этой матрицы, которые соответствуют простым 
числам рь, А < р, < А+ 27. Тогда количество зачеркнутых столбцов этой матрицы 
Ко =2р-Х. 

Так как 


Мт..2р(А) = Мт„,2р(1) — с» (ть, 2р, А), 


или 


—— А. ——^ 
мы 


получаем, что К — К! > [ов ет — 1, те. Х > ее — 1. Эти соотношения дока- 
зывают Теорему 31.2. 

Такой же ответ мы получим, если будем расставлять столбцы матриц так, что- 
бы с одной стороны расположились незачеркнутые столбцы, а потом зачеркнутые, и 
учитывая, что в матрице Ми, 2р(Л) четных столбцов на единицу больше, чем в мат- 
рице Ми.,2р(1), и сопоставляя матрицы с таким расположением столбпов, получим 


п(р)-1 
выражение Х > [ет —1. 
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В противном случае мы получим, что матрицы Ми, 2р(1) и Ми, 2р(Л) не имеют 
равное количество столбцов. 


Следствие 31.3 При р > 3 имеет место соотиношение 


пор) — тор) > "ФИ 1, 


Доказательство следствия 1 непосредственно вытекает из теоремы. 


Следствие 31.4 Имеют место соотношения 


а) п(2р?) > 2т(р) + [0857], 





О) бор) > ото) + "И 


Доказательство. Рассмотрим расширенные матрицы Ми, 2р2(1) и Ми, р? (2р - 1), 
где т = л(р?), т* = л(2р), т» = т-+ т”. Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в 
каждом из которых есть как минимум два нулевых остатка в строках 


т 
тес, Те. 





Рассматривая разность зачеркнутых и незачеркнутых столбцов этих матриц, как при 
доказательстве Теоремы, получим утверждение Следствия 31.4. 


Следствие 31.5 Имеет место соотношение 


п(4?) = 2(т (25?) - Пюв> р) = 21 (2?) + |фь И 


4 
Доказательство. Справедливо соотношение 

М. др? (1) = Ми. 2р2(1) + Ми. 22 (2р? +1). 
Отсюда, используя Следствие 31.4, получаем Следствие 31.5. 


Следствие 31.6 Имеют место соотношения 
а) (2^) > (п(2Р))? + п(2) —1, р> 3, 
6) (2?) > (п(27Р))? + (п(2Р))? — 1. 


Доказательство. Для доказательства пункта а) рассмотрим расширенные матрицы 
Мю. 2»(1) и Ми, 22ь(2Р + 1), где т = п(22Р), т” = п(2Р), т, = т+ т". Зачеркнем 
все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум два нулевых 
остатка в строках 1 < <ти1<Ё<п». 

1. В матрице Ми, 22»(1) количество незачеркнутых столбиов есть 1 = (22) + 1, 
а количество зачеркнутых столбцов есть 1 = 22Р — л(22Р) — 1. 

2. В матрице Ми, 22» (22-1) количество незачеркнутых столбцов есть 5 = л(2?Р) — 
п(2Р) + Х. Величина Х - число тех столбцов этой матрицы, каждый из которых не 
зачеркнут и соответствует простому числу рь, 22 < ру < 22? + ЭР. Тогда количество 
зачеркнутых столбцов этой матрицы 2 = 2?Р — п(22Р) + п(2Р) + Х. 
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Сопоставляя матрицы с зачеркнутыми и незачеркнутыми столбцами, получим до- 
казательство пункта а) Следствия 31.6. 

Для доказательства пункта Ъ) нужно рассмотреть матрицы М, 24» (1) и Ми, 24р(2Р- 
1) и, рассуждая аналогично, как в пункте а), получить доказательство пункта Ъ). 


Пояснение. С помощью матриц остатков на числовой оси метод комбинаторики объ- 
единяется с методом математической индукции. Из справедливости теоремы для зна- 
чения простого числа рь получаем доказательство этой же теоремы для числа рь+1, 
или для числа рр. 

Потому что простое число на числовой оси может играть роль единичного отрезка. 

В этом смысле числовой отрезок длиной рь невозможно разделить на равные части 
с длиной ру, где 2 < ру < рь. Потому что масштаб числовой оси задан заранее и 
определяет количество точек на данной числовой оси, которые мы называем числами. 
Поэтому простое число 2 становится главной характеристикой не только для четных, 
но и для нечетных чисел. Оно (число 2) отделяет четные и нечетные числа друг от 
друга, приводя их к одинаковой размерности, так как и четные и нечетные числа, 
можно свести к количеству двух единичных отрезков. 

Принимая число НОЛЬ (0) кратным всем целым числам, мы не должны забы- 
вать, что из этой аксиомы следует, что числовой отрезок невозможно разделить на 
сколь угодно равные части, и количество точек на данной числовой оси, которые мы 
называем числами, не может быть бесчисленным. Простые числа на числовой плоско- 
сти создают сложную систему числовых осей, которые в прямоугольной координат- 
ной системе в виде виртуальных прямых занимают не только числовую плоскость, 
но и числовое пространство. На точках пересечения этих прямых распределяются 
не только простые, но и составные числа, так как расстояние этих вертикальных и 
горизонтальных линий равно определенному количеству единичных отрезков, то чис- 
лообразование на пересечении этих прямых задается математическими действиями. 

Сложение-умножение, вычитание-деление, извлечение корня-возведение в степень, 
дифференцирование-интегрирование, зависимы от точки, которую считаем началом 
отсчета. Принимая понятие натурального нуля (0), ограничиваем пределы простран- 
ственной и плоскостной решетки, ограничивая значения функций л(п) и (п) на от- 
резках [1,2п] и [1, (2%)? |, сводя их к количеству простых чисел на отрезке [1,п]. По- 
этому формула Гш(п,) + и(п) = п(п,) становится главной характеристикой числовых 
процессов на числовой оси. 


Теорема 31.3 Имеют место соотношения 
п(222) < 2 (22-1) + 4Довь р — 
п(27Р) > 2т(22Р-1) + п(р) - 1. 
Доказательство. Представим расширенную матрицу Ми, 22(1) в виде 


Ми.,2»(1) = Мт, (21 1) + №т..,^(212), 


где А = 221, т= (2221), т* = п(2Р), п, =тиХ. 

Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка в строках 1 < 1 < ти1 < г < т*. Рассуждая аналогично 
доказательству Следствия 29.2, получим Теорему 31.3. 


Следствие 31.7 Для простых чисел р имеет место соотношение 


п(22Р) — п(27Р — 6) =л(6) -1=2. 
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Доказательство. Рассмотрим матрицы М, 2(1) и М», 226 (6), где т = п(27Р), т» 


п(2Р), т» = т + т”. Зачеркнем все те столбцы этих матриц, которые соответствуют 
четным числам, и те столбцы, в каждом из которых есть как минимум два нуле- 
вых остатка. Учитывая, что те столбцы этих матриц, которые соответствуют числам 
6,7,...,22Р — 6 общие, их тоже можно считать зачеркнутыми, потому что они имеют 
одинаковое количество нулевых и ненулевых остатков в обеих матрицах. Следова- 
тельно, в матрице Ми, 2»(1) незачеркнутыми останутся столбцы соответствующие 
числам 1,3,5 и 2?Р — Зи 27Р — 5. Потому что число 222 - 1 не может быть кратным 3, 
тк. 22Р + 1 всегда есть число вида р = АК +1 и число 2?Р — 1 кратно 3, а число 22Р + 1 
кратно 5. Следовательно, числа 22? — Зи 22Р — 5 соответствуют простым числам, т.е. 
простые близнецы. Следствие 31.7 доказано. 


Глава 32 


Полные и смежные матрицы остатков 


Определение 32.1 Матрица Мт,2и--1(Л), т = п(п), у которой крайние столбцы 
соответствуют, числам одинаковой четности, называются полными матрицами 
остатков. 


Определение 32.2 Матрица Мт,2.(^), т = п(п), у которой количество четных 
столбиов равно количеству нечетных столбцов, называется смежной матрицей 
остатков. 


Определение 32.3 Матрица Мипь(Л), т = п(п), где К, п, А натуральные числа, 
2 < Е < п < А, называется степенной матрицей остатков. 


Теорема 32.1 Любая степенная матрица является полной, но не смежной. 


Доказательство теоремы тривиально, потому что крайние столбцы степенной мал- 
рицы одинаковой четности, поэтому она является полной, но не смежной, так как 
количество четных и нечетных столбцов у нее отличается на 1. 


Следствие 32.1 Полная матрица обладает средним. столбиом, который соответ- 
ствует числу такой же четности, как и ее крайние столбцы. 


Доказательство следствия тривиально. 


Следствие 32.2 Полную матрицу можно превратить в смежную, если из одного 
конца данной матрицы убрать один, столбец, или к одному концу добавить еще один 
столбец. 


Следствие 32.3 В полных и смежных матрицахт, и четные, и нечетные столбиы 
по отношению друг к другу смещены на расстояние 2-х единичных отрезков. 


Доказательство следствия тривиально следует из определения числовой оси. 


Теорема 32.2 Имеют место соотношения 


а) л(2р* + 2р) — 2п(р”) > | 
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Доказательство. Представим матрицу Мн, ‚2р(р+1)(1) в виде матрицы Ми, 2,2(1) и 
матрицы Ми, ‚2? (2р + 1), где т = п(р?), т* = п(2р), т» = т-+ т”. Зачеркнем все те 
столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум два нулевых остатка 
в строках 1 <1{<ти1<ф < п*. Обращая внимание на матрицы с зачеркнутыми 
столбцами, заметим, что 

1. В матрице М», 2р2(1) количество незачеркнутых столбцов есть А1 = п(252) +1, 
т.к. столбец, соответствующий числу 1, тоже не зачеркнут. А количество зачеркнутых 
столбцов в этой матрице есть А1 = 292 — л(292) — 1. 

2. В матрице Ми, 2р2 (р-1) количество незачеркнутых столбцов, (соответствующих 
простым числам) есть Аё > л(2р? + 2р) — п((р- 1) +Х - 1. Величина Х - число тех 
столбцов этой матрицы, которые соответствует простым числам фк, где (2р — 1)? < 
рк < (2+1). 

При доказательстве пункта а) мы используем обозначение Ха, а при доказатель- 
стве пункта Ь) мы используем обозначение Хъ. 

Расставляя столбцы матриц так, чтобы с одной стороны расположились незачерк- 
нутые столбцы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением 
столбцов, получим пункт а) теоремы. Потому что матрицы имеют одинаковое коли- 


(р) 


чество столбцов, получаем Ха > еа — 1, потому что для каждого столбца каждой 


матрицы Гл, (#)Нит() = п(т»), где 7; показывает номер каждого столбца матрицы. 
Для доказательства пункта Ъ) теоремы, нужно рассмотреть матрицы М, ор? (1) 
и Мю, 2р2(2р + 1), и, рассуждая так же, как при доказательстве пункта а), получить 


) 


Хь < ы - 1 и полное доказательство Теоремы 32.2. 


Теорема 32.3 Имеет место соотношение 


пот) ль = | МИ 


где 2 < К<р. 


Доказательство. Рассмотрим расширенную матрицу Ми, кр(К + 1), где т = п(р), 
т” = п(\/Ёр), ть = т + т”. Представим ее в виде 


Мп, рик) (ТР) = Мт.кр(Т) + Мю. кр(ф + 1). 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум один 
нулевой остаток в строках 1 < {<ти1<й< и», й # 22. Обращая внимание на 
матрицы с зачеркнутыми столбцами, заметим, что 

1. В матрице М, р(1) количество незачеркнутых столбцов есть К = [1085 р] +1 т.к. 
столбец, соответствующий числу 1, тоже не зачеркнут. А колличество зачеркнутых 
столбцов в этой матрице есть А1 = р- [955 р] — 1. 

2. В матрице М», р(Ар-1) количество незачеркнутых столбиов, (соответствующих 
простым числам) есть №5 = Х +1. Величина Х - число тех столбцов этой матрицы, 
которые соответствует простым числам рь, где Кр < рь < Ар- т. А 1 показывает, 
что среди чисел Кр + 1, Кр-+2,..., Кр - р может быть только одно число вида 2%, где 
Кр < 2° < Ар-р. А количество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть №2 > 
п(р(К-+ 1) -п(р) +2-1. 

Расставляя столбцы матриц так, чтобы с одной стороны расположились незачерк- 
нутые столбцы, а потом зачеркнутые, и учитывая, что количество столбцов матриц 
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равно между собой, и что в каждом столбце каждой матрицы имеется всего л(р) ну- 
левых и ненулевых остатков, сопоставим матрицы с таким расположением столбцов. 
В результате получим выражение 


х> |овар ры | 9 


которое доказывает Теорему 32.3. В противном случае возникает противоречие. 


Теорема 32.4 Если число 2п {+ 1 не кратно 3 или 9, то оно или простое число, или 
полная степень простого числа, или произведение двух простых чисел. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу Мю, 2п-+1(1), где т = л(п), т =п(М2т-+ 1), 
тх„ = т-+ т”. Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как 
минимум два нулевых остатка, в строках 1 < 1 <ти1 < < п*. Предположим, что 
столбец, соответствующий числу 2 + 1, оказался незачеркнутым. Тогда существуют 
три возможности: а) 2%-1 = Зрь, где рк > м2 -+ 1, в противном случае столбец 2®- 1 
был бы зачеркнут. 

Ь) ж-+ 1 = 5рь, рк > У2п + 1, как в случае а). 

с) 2п +1 = р, где рь 2 3, рь 22 5, р: = 21 +1, или 2" +1 = рь-рь, где рь > 5, 
Рь > 5. 

Фактически, мы доказали 'Теорему 32.4 с помощью метода, математической индук- 
ции, принимая, что теорема, верна при всех значениях пд, где 1 < п; < п-1, и доказали 
для значения п. Но теорему можно доказать и без помощи метода математической 
индукции, пользуясь тем, что среди трех последовательных чисел одно всегда кратно 
3. Впрочем, это тоже следствие математической индукции. 


Следствие 32.4 Число (2р)? - 1 = рь - простое, если число р вида 4х + 1. 


Доказательство. Из Теоремы 32.4 нам известно, что в матрице М, (2р)? (1) столбец, 
соответствующий числу (2р)2?--1, может иметь нулевые остатки только в строке &* = #. 
Следовательно, если число (2р)? - 1 не кратно 5, то это простое число. 


Теорема 32.5 Пусть р > 3 - простое число, тогда матрица Мн. 2р(Л), где 2р < 


х < (2р)?, (^,2р) = ,(2р), содержит не менее чем Е —1 столбиов, каждый из 


которых соответствует простому числу. 


Доказательство. Рассмотрим матрицы Ми, 2р(1) и М, 2р(Л), где Л удовлетворяет 
условиям теоремы, а т = л(2р), т” = л(/2р+Т), т» = т + т”. Зачеркнем все те 
столбцы этих матриц, которые соответствуют четным числам, а также те нечетные 
столбцы, в каждом из которых есть как минимум два нулевых остатка в строках 
1<1<ти1<ф < п». Тогда 

1. В матрице М», .2р(1) количество незачеркнутых столбцов есть Ат = п(2р), а 
количество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть А1 = 2р — л(2р). 

2. Предположим, что в матрице М»,,2р(А) количество незачеркнутых столбцов 
есть А = Х, а количество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть А2 > 2р-— Х — 1. 

Расставляя столбцы матриц так, чтобы с одной стороны расположились незачерк- 
нутые столбцы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя матрицы с таким расположением 


столбцов, получим 
и ры —1. 
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Это соотношение доказывает Теорему 32.5, потому что 


К2 
т,2р 


Кл 


М (^) — Мт, 2р(1) > с„(т», 2р, А) + п(2р), 


так как в каждом столбце каждой матрицы имеется п(р) нулевых и ненулевых остат- 


КОВ. 


Следствие 32.5 Имеет место соотношение 





дор+ 1) = пер 19) > РИ, 


Доказательство следствия тривиально вытекает из доказательства теоремы. 


Теорема 32.6 Для простых чисел р > 3 имеют место соотношения 
а) Если р - простое число вида 4х — 1, то 


п((25)?) = (п(р))? + т(р) — 1; 


) Если р - простое число вида 4х + 1, то 





п((2р)?) = (п(р) + 1)2 +2 (р) +1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу М, (2р)2 (1), где т = п(2р2), т” = п(2р), т» = 
т + т”. Ее можно представить в виде 


Ми. (2)? (1) = Ми. 22(1) + М. 2р2(2р? +1). 


Здесь р > 3 - простое число. 

Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум 
два нулевых остатка, в строках 1 <1<ти1<ф < ти. 

1. В матрице М», 2р2(1) количество незачеркнутых столбцов есть А1 = п(2р?) +1, 
а количество зачеркнутых столбиов в этой матрице есть #1 = 2р? — л(2р?) — 1. Потому 
что столбцы, соответствующие числам 1 и 2, тоже не зачеркнуты. 

2. В матрице М, 2р? (2р2 + 1) количество незачеркнутых столбцов есть Аз = 
п((2р)?) — л(2р?) + Х. А колличество зачеркнутых столбцов в этой матрице есть 
кз = (2р)? — п(2р°) — Х. 

Необходимо учесть, что величины Ат (К1) и А5(К2) показывают не только количе- 
ство столбцов, но и количество нулевых и ненулевых остатков в этих столбцах. Воз- 
никает вопрос, почему количество нулевых остатков в незачеркнутых столбцах мат- 
рицы М, 2р2 (2? + 1) уменьшилось? Дело в том, что в матрице М, 2р2(1) имеется 
2052 п] — 1 зачеркнутых столбцов, в каждом из которых есть нулевые остатки только 
в строках 1 =Т1ий' = 1. А вматрице М, 22 (2р2 + 1) имеется только один такой стол- 
бец. Следовательно и 2[1052 п|— 1 нулевых остатков из столбцов 1 <1< т, 1<# <т* 
перешли в четные столбцы этой же матрицы. Таким образом, количество простых чи- 
сел на отрезке [2р? + 1, (2р)?| увеличилось по сравнению с количество простых чисел 
на отрезке [1,22]. Потому что понятие простого числа тоже относительное на, число- 
вой оси, и зависит от направления расчета. Поскольку они расчитаны от числа 1 в 
правую сторону, или от точки (2р)? в левую сторону. 

При р вида 4% +1 величина ^5 — Ат = п(р) +2, а при р вида 4% —1 величина 
К5 — К: = 1- п(р). Учитывая теоремы 32.4 и 32.5, получим, что общее количество 
простых чисел на отрезке [1, (2р)?] равно соотношению Теоремы 32.6. 
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Но с другой стороны, матрицу М, 


т„,(2р)? (1) можно представить в виде 


М. „(2р)? (1) = Му». эр (1) Е Мн. 2р(2р Е Ми. .2р((2р)? +1 =2р). 


И с помощью теорем 32.5 и 32.4 получим Теорему 32.6. 


Замечание. Теорему 32.6 можно было бы доказать, представляя матрицу М, (2)? (1) 
как сумму четных и нечетных матриц, т.е. 


Мю» ‚(2р)? (1) — Пи а (2 Т 9) те ао (212), 
или представляя ее как сумму любых других смежных сдвинутых матриц. 


Следствие 32.6 Имеют место соотношения 
а) Если р - простое число вида 4х — 1, то 


(22) = (п(2) + 1)? +п(р) — 1; 
Ь) Если р - простое число вида 4х + 1, то 
п(27Р) = (п(2Р) + 1)? +2 (р) + 1. 


Доказательство. Представим матрицу М, 2%»(1), где т = п(22Р-"), т* = л(2Р), 
т» =т- т», в виде 


Мю. 22ь (1) — М, 22р (2 1 1) + Мт, 225 (22). 


Зачеркнем все те столбцы этих матриц, в каждом из которых есть как минимум два 
нулевых остатка в строках 1 < {< ти1 < < п". Определяем по отдельности ко- 
личество зачеркнутых и незачеркнутых столбцов этих матриц. Расставляя столбцы 
матриц №, 2%(211) и №, 27»(2|2) так, чтобы с одной стороны расположились неза- 
черкнутые столбцы, а потом зачеркнутые, и сопоставляя их с таким расположением 
столбцов, придем к соотношениям следствия. 


Теорема 32.7 Если 2 < К < п, то имеет место 


2%) — (лил ЗПово п] — 1, 
рю) = оу Зет 


Доказательство: Рассмотрим матрицу М», и2к (1), которую представим в виде 


Мт.пз (1) = Ми. х(2|2) + М. (211) = Ми. (1) + Ми. (А - 1), 


где ^ = [1 ‚т» = тт, т = п((2^ — 1)2), т” = л(2п). Зачеркнем все те столбцы 
этих матриц в каждом из которых есть минимум два нулевого остатка в строках 
ето. 

1) В матрице М№,л(2|2) количество незачеркнутых столбцов 


т=л((2и^ — 1)?) + [овз Л] + 2 = (п(п))? + 2062 п] + г, 


где 5 - количество тех незачеркнутых столбцов, которые соответствуют числам 2". р», 
(21 — 1)? < 2"р, < п2%, а количество зачеркнутых столбцов 1 =Л- А. 
2) В матрице №„„.л(2 11) количество незачеркнутых столбцов 


№ = (п(п) + | ры 7; №ЕЛ-Ю. 
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Потому что матрицы М№„„л(2|2) и №.л(211) имеют одинаковое количество столбцов, 
следовательно х = 2 = [0827] — 1. 

Так как №„„л(211)-— №т.л(2|2) = с„(т»2|2,2 1 1), следовательно № ‚(2 10 - 
№ ›(2]2) = с„(т„2|2,211)-— № (2 10 - м (212), где символ М», „(^) показывает 
количество нулевых остатков этой же матрицы. Следовательно, расставляя столбцы 
матриц №„„л(211) и №.л(2|2) по максимальному количеству нулевых осталков так, 
чтобы с одной стороны располагались незачеркнутые столбцы а потом зачеркнутые и 
сопоставляя матрицы в таком расположении столбцов получим теорему. В противном 
случае получим, что матрицы не имеют равное количество столбцов или при конкрет- 
ных значениях п и К количество простых чисел л(п2^) не конкретная величина. 


Следствие 32.7 Если п > 10. то имеет место 
а) при 21| пт, п((2п)?) = (п(2п) — 1)? +т(п) — 1; 
при 2т, п((2п)?) = (п(2п) — 1)? + 2*(п) + 


) 
) 
с) при 2{п, п((2п)?) = (л(2п) + 1)? — л(п) — 
) 
) 


= 


р. 


(п(2п) + 1)? — 2*(п) — 1; 


при 2т, п((2п)?) 





е) при 2т, п(2?) = (п(2"))? + п(2п) — 1. 


Доказательство. Рассмотрим матрицу о представим ее в виде 
Ми, (21)? (1) = №т. (2 1 1) + №. (22) = Мт.х(1) + Мт„ (А 1), 


где ^ = 2.2, т, =т+ т”, т = л((2п — 1)2), т” = л(2п), ра Я 22 и рассуждая так же 
как и в теореме, получим пункты а) и Ъ) следствия. Для доказательства пунктов с) 
и 4), рассмотрим матрицы №т,л(2|2) и Ми, (211), когда ть = л(М2п2) и т» = п(2п) 
и зачеркивая столбцы матриц также как в теореме. 

1) В матрице №.»(2|2) количество незачеркнутых столбцов 


п(2п) — 2+ л(п) — при п 
К = л(2т?) + 2082 п] + д = | вм и ) о т —. т | 


а количество зачеркнутых столбцов 1 = 22 — к*. 
2) В матрице №„„.л(2 11) количество незачеркнутых столбцов 


* = | (п(2п) + 1)? -л(п)-1, при 2ти, 
2 (п(2п + 1))? — 2*(п)-1, при 2. 


а количество зачеркнутых столбцов №5 = 20? — #%. 

Рассматривая столбцы матриц так как в теореме и рассуждая также получим 
пункты с), 4) и е) следствия. 

Следовательно не только матрицу Мн, п» (1), где т = п(п) можно представить 
как сумму определенного количества подобных матриц и с их помощью определить 
функции л(п”) и л(п2"), п(22”) и п(2^"), но и л(п?Р+ п) —п(п?Р). Потому, что простые 
числа 2, Зи 5 играют основополагающую роль в образованиях чисел на числовой 
оси. Кроме того, умножение чисел показывает количество точек, которых называем 
числами, а сложение показывает расстояние и нужно согласовать результаты этих 
процессов, т.е. в матричной математике 


КхХ Мти(1) = Мт»(1) + Мтпп-+1-+.--+ Мио" - 1+1, 
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где2 < К < п, и причина этого простые столбцы (числа). Потому что умножение чисел 
на числовой оси зависит не только от точки отсчета, но и от направления расчета. 


Примечание: Матричная математика, показывает, что в зависимости от точки рас- 
счета чисел на числовой оси, процесс деления может стать коротким умножением, 
коротким извлечением корня, коротким логарифмированием, коротким дифферен- 
цированием. На числовой оси умножение считая коротким сложением требуется до- 
полнительного уточнения, потому что умножение любых чисел показывает площадь 
поверхности или объем, а сложение показывает расстояние. Поэтому на числовой оси 
появляются неясности, которые понять с помощью существующей математики невоз- 
можно. Математики веками думали об этом: придумывали различные теории, методы, 
но безуспешно. Потому что основа существующей математики не очень ясна. Теория 
матриц остатков стремится к этой ясности. 





Теорема 32.8 Если а +5 кратно р, где (а,6) = 1, (6,р) = а>р >, гдер> 2 - 
простое число, тю аР - БР кратно р?. 





Доказательство. Из условия теоремы следует, что мы можем представить число а 
в виде а = ра! - 6, где а1 - некоторое натуральное число. Тогда, 


аР = (раз — ВР = (рал)? — р(рал 16+... + р(рал)Р 1 — ВР. 


Так как сумма О = (рал)? — р(рал 16+. --- р(рал)Р- 1 кратна р?, то, следовательно, 
получаем утверждение теоремы в случае а - 6 кратно р. 





Для доказательства теоремы в случае а — 6 аналогично представим число а в виде 
а = ра2 + 6 и, проводя те же вычисления, получим теорему при а - 6 кратно р. 

Следует сравнить утверждение Теоремы 32.8 с Теоремой 11.3 (стр. 68), с Теоре- 
мой 16.2 (стр. 88) и Следствием 16.1 (стр. 88). 

Эта теорема показывает преимущество матричной математики по сравнению с 
существующей математикой, потому что с помощью матриц остатков Великая тео- 
рема Ферма становится следствием малой теоремы Ферма, или, точнее, задачей для 
школьников. 


Пояснение: В 1964г. теорему 32.8, в виде 2-х задач отправил в журнал “Математика, 
в школе”, опубликовалась только в варианте “а— 6” в отделе “Избранные задачи”. Поз- 
же я вернулся к этой проблеме и в 1967г., в том же журнале №2, были опубликованы 
две мои теоремы, но опять в варианте “а — 6”. Для доказательства, своей правоты я 
продолжил работу над проблемой делимости чисел и мне удалось доказать “Постулал 
Бертрана” элементарно. Я поделился этим с известным математиком А.И. Виногра- 
довым (ЛОМИ) и получил одобрение. Продолжая работать в этом направлении мне 
удалось создать теорию матриц остатков (матричная математика), и только в начале 
21-го века, когда удалось решить много вопросов в распределении простых чисел на, 
числовой оси, решил опубликовать некоторые из этих результатов и “столкнулся со 
стеной”. 

Р.5. С помощью “Теории матриц остатков” (Матричная математика) получены за- 
кономерности простых и составных чисел на числовой оси в виде матриц. Так как 
такой подход к числам на числовой оси в своем роде совершенно новый, то, воз- 
можно, при доказательстве теорем и следствий этого сборника допущены некоторые 
неточности в расчетах. Это не может стать причиной опровержения этой теории. 

Но сторонники традиционной математики, не вникая в истинную суть этой теории, 
и, даже и не дочитав, опровергают ее, это и стало причиной создания этой книги. 
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Р.Р.5. Правоту Бертрана, в “Постулате Бертрана” доказал Чебышев намного поз- 
же. Правоту Ферма в “Малой теореме Ферма” подтвердил и уточнил Эйлер, почти на- 
столько же лет позже. А правоту Ферма в “Великой теореме Ферма” признали только 
в конце 20-ого века. 

Я искренне жалею тех действующих математиков, которые так и не будут знать 
правоту “Матричной математики”. 


Глава 33 


Обобщение в виде запоздалого введения 


В древних архитектурных памятниках 
есть больше математики, чем в 
современных учебниках по математике 


Матричная математика учит нас, что числообразование на числовой оси происхо- 
дит не так, как в устных расчетах. Потому что числа на числовой оси показывают 
количество единичных отрезков (масштаб), которые плотно расставлены между нача- 
лом числовой оси и точкой, которую называем числом. Поэтому на данной числовой 
оси кроме целых, нет других чисел, которые появляются в результате математических 
преобразований. Следовательно, нужно выяснить отношение числа с точкой, которую 
оно занимает. Так как наша математика десятиричная, то при числообразовании на 
числовой оси простые числа 2,3 и 5 играют большую роль, потому что другие простые 
числа вида 4х —Ти 4х +1. 

Числовой „хаос“, который возникает на числовой оси, создают четные и нечетные 
числа, потому что по отношению друг к другу они сдвинуты на длину единичного 
отрезка. И те, и другие можно представить, как количество двух единичных отрез- 
ков, начало у которых находится на различных точках. На числовой оси нет чисел, 
которые, одновременно были бы четными и нечетными. Наименование чисел и являет- 
ся причиной этого хаоса. В существующей (классической) математике эти вопросы не 
освещены четко, и невозможно узнать, являтся ли она процессом точек, или отрезков. 
Никакая непрерывная функция, с изменением начала отсчета, не сможет занимать все 
точки (числа) числовой оси. 

Особенно, что числообразование диктуется математическими действиями, начиная 
от сложения-вычитания, заканчивая дифференцированием и интегрированием. 

При математических действиях появляются дробные, иррациональные, мнимые и 
так далее числа, истинная сущность которых не очень понятна. Потому что матема- 
тические операции зависят не только от начала отсчета, но и от направления этих 
операций. Поэтому на числовой оси появляются точки неопределенного характера, 
что вызывает проблемы во всех разделах математики. 

Применение координатных систем не решило все эти проблемы, хотя прогресс был 
очевидным. 

Все попытки математиков привести процессы числообразования к единым законам 
не увенчались успехом, потому что число НОЛЬ, которое породило главную аксио- 
му существующей математики, есть главная неясность на числовой оси. Число Ноль 
не может быть кратным всем целым числам, потому что это противоречит простой 
логике человеческого познания. Оно может иметь много делителей, но все же в огра- 
ниченном количестве, в пределах некоторого отрезка числовой оси. 
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Теорема Фалеса о делимости отрезка на п равных частей, не уточняя длину от- 
резка и величину числа п, привела к проблемам числообразования на числовой оси. 
Все знают, что: 

а) число 0 можно умножить на любое число, но нельзя его делить на любое другое 
число, 

Ь) отрицательные числа не логарифмируются, 

с) не все функции интегрируются 

итд. 

Существующая математика полна таких запретов и неопределенностей. Спраши- 
вается, почему? Ведь числовая ось создана человеком и имеет простое строение. По- 
чему она должна содержать секреты, которые недоступны человеческому познанию? 

Матричная математика вынуждает нас по-новому рассмотреть формулы, которые 
возникают при решении различных задач, и выяснить их истинную сущность. Как, 
например, узнать, какая связь между числом 1 и 1*, которые фигурируют в равенстве 

о 

п п 
Приходится разбираться во всех равенствах, которые возникают не только в матема- 
тике, но и в физике, и в других областях науки. 

Существующая математика не всегда дает нам точные результаты. Потому что 
понятие числа не однозначное, при делении большого числа на малое оно становится 
остатком, который определяется по абсолютной величине. Эта двойственность числа, 
на числовой оси привела математику к теории относительности, а реальные взаимо- 
действия реальных объектов к дуализму. 

Матричная математика утверждает, что пока не раскрыты секреты утверждения, 
что среди 2п последовательных чисел есть п четных и п нечетных, и какое расстояние 
они занимают на числовой оси, мы не сможем понять, существование несоизмеримых 
отрезков, проблему магических квадратов, уравнение 


У у у 
тату", 


и тд. Поэтому нужно освоить теорию матриц остатков, особенно в связи с тем, что 
сейчас стали много говорить про квантовые компьютеры. Думаем, что теория матриц 
остатков сможет стать математическим обоснованием компьютеров, которые будут 
работать намного быстрее, чем ныне существующие. 


Р.5. Автор будет благодарен за все замечания и комментарии, касающиеся как 
данного текста, так и всех проблем, которые в нем обсуждаются. 


Р.Р.5. Автор данного текста Эдуард Мкртумян не возражает, чтобы, как весь текст 
целиком, так и его отдельные части, были напечатаны в научных журналах и моно- 
графиях, при условии указания его авторства. 


Москва, 25.01.2020 


Глава 34 


Время собирать камни 


“.. Не все мысли можно передатъь словами...” 


арм.притча, 


Только после доказательства всех теорем и следствий этого сборника стало ясно, 
что для понимания процессов числообразования на числовой оси нужно выяснить 
механизм математических преобразований чисел в столбцах матриц остатков. 

Для решения этих вопросов рассмотрим матрицу остатков Мтп(1), т = п(п). 
Умножая каждое число соответствующее каждому столбцу этой матрицы на 2, полу- 
чим 2,4,6,...,2п; из которых можно составить четную матрицу №т.»(2|2). Обращая 
внимание на эти числа заметим, что они соседствуют с числами 1,3,5,..., 21 — 1; из 
которых можно составить нечетную матрицу М№ип(2 11), где т = п(п). В этих новых 
матрицах примечательно то, что они в строках 1 <1<т < л(п) имеют одинаковое 
количество нулевых и ненулевых остатков. Выясняется, что и в матрице Мип(п + 1) 
в этих же строках содержится столько же нулевых и ненулевых остатков. 

Получается, что числа соответствующие столбцам матрицы Мтп(Т), т = п(п), 
умножая на 2 имеем новые матрицы в виде Миш»(2|2), Мти(2 11) и Мть(п +1. 
Следовательно математические действия можно совершать не только с числами, но 
и с матрицами. В нашем примере матрица №т„п(2|2) образуется следующим образом: 
столбцы матрицы М»т,п(1), которые соответствуют четным числам, остаются на сво- 
их местах и к ним добавляются столбцы матрицы М»„(1), которые соответствуют 
нечетным числам, заранее каждый из них умножая на 2. Почти также образуются и 
матрицы Ми (п + 1) и Ми. (211). 

Возникает вопрос: каким образом и с какой закономерностью, в процессе умно- 
жения, эти нулевые и ненулевые остатки из матрицы М»»(1) переходят в матрицы 
Ааа (22) Мот и Мини 

Конечно же с помощью формулы ЁГт(7) + ит(7) = п(п), где Сь(7) и ит(7) - коли- 
чество ненулевых и нулевых остатков столбца под номером 7 данной матрицы. 

Но одно дело получить формулу, а другое дело понимать весь смысл этой форму- 
лы, потому что соотношение Ёт(7) + ит(7) = п(п) затрагивает все проблемы теории 
чисел и, следовательно, все проблемы математики. 

Возникает вопрос: как определить количество тех столбцов матрицы Ми,.2и(1), 
где т = л(п), каждый из которых соответствует простому или составному числу, 
если число п сравнительно большое? И как они распределены в матрицах М»(2|2), 
№Мтп(2 11) и Мть(п + 1? 

Представляя матрицу Мт,2п(1) в виде 


Мт.2т(1) — Ми) Е Мн с 1) — Мп (2 Т 1) Е М№т.п(2]2), 
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где т = л(п), с помощью двойного решета, получаем, что 


п(п) + [ов п] 
2 

при любом натуральном значении п и убеждаемся, что если значение п сравнительно 

большое, то с помощью матриц остатков можно более коротким путем определить 

п(п) ик(п). 

Так как в четных столбцах матрицы Мт,2.(1), т = п(п), в строках 1 < 1 < т, 
столько же нулевых и ненулевых остатков, сколько нулевых и ненулевых остатков 
имеется в нечетных столбцах этой же матрицы. Поэтому становится необходимым 
сопоставление этих столбцов по максимальному количеству нулевых остатков. Этим 
самым можем найти количество столбцов матрицы М»,2»(1) каждый из которых со- 


п(2т) —- л(п) > 





ответствует простому и составному числу. 

В степенных расширенных матрицах решение этой задачи сводится к точности до 
единицы. 

Рассматривая формулу и(п(п=1)) = и(п) +и(п- 1) хочется знать истинное значе- 
ние функции и(п^), где 1 < К < п, нотому что запись и(п^) = и(п), которая принята, в 
существующей математики, не внушает доверие и не раскрывает истинную сущность 
функции и(п^). Как, например, и(р?) показывает, что на числовой оси между числом 
0 (ноль) и числом р? плотно расставлены р? единичных отрезков из которых л(р?) 
показывают количество простых чисел интервала [0, р?]. И длина этих единичных от- 
резков равна масштабу данной числовой оси. Следовательно, число на числовой оси 
показывает количество отрезков, а не точек как это принято в существующей мате- 
матике. Но матрицы остатков одновременно дают возможность количество отырезков 
выразить и через количество точек, которые с двух сторон ограничивают количество 
этих единичных отрезков. Поэтому составное число состоит минимум из двух простх 
делителей, независимо от того эти делители равны между собой или отличаются друг 
от друга, т.е. составное число есть комбинация простых чисел. Число п одновременно 
является стороной п — 1 квадратиков, каждый из которых можно разделить на п — 1 
равных частей. Следовательно, п? = пх (п— 1), п+1)? =пх (п-+ 1), и нужно понять 
сущность этих формул, потому что, как отметили, число п показывает количество 








отрезков. 

Аналогично получаем п3 =пх п2, пА — п3 хп, п? = пхп итд. Такой подход 
к числам на числовой оси приводит к тому, что матрица остатков, которая обладает 
средним столбцом, обладает и противолежащими матрицами. Напомним, ЧТО: 


4 


т 
а) матрица Мт,2и--2(0»), где т = п(п), 0, = [] р, называется главной матрицей 
1—1 
числовой оси; 


6) матрица, обладающая средним столбцом, называется главной матрицей; 

с) подобные матрицы остатков, которые находятся на равных расстояниях от сред- 
него столбца или от крайних столбцов главной матрицы называются противолежащи- 
ми матрицами; 

д) столбцы противолежащих матриц, которые находятся на равных расстояниях 
от среднего столбца, или от крайних столбцов главной матрицы, называются проти- 
волежащими столбцами; 

е) расстояние двух столбцов, или количество единичных отрезков в матрицах 
остатков, равно количеству столбцов, которые находятся между этими столбцами. 

Таким образом, используя свойство расширенных матриц, где 0», = [12% р, т» = 
т + т”, т =л(п), т = п(\/2(п + 1), приходим к выводу, что 


Гт. (0.) = 0, ит, (0) = п(п), Ги, (1) = п(п), ит, =0. 
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Выясняется, что в статьях этого сборника мы затрагивали больше вопросов, чем на 
них могли ответить и придется еще многое понять и осмыслить. Но все таки так как 
числа 0„—Ти 0-1 взаимо простые числа доказали, что среди чисел (р-+ т и р? есть 
минимум [1052 р] — 1 простых чисел и среди чисел (2% — 1)? и (2% + 1)? есть минимум 
одна пара простых чисел близнецов и т.д. Или так как наша, математика 10-ричная, 
поэтому простые числа 2, 3 и 5 преобретают главные роли в процессе числообразова- 
ния, потому что остальные простые числа вида 45 — 1 или 4х + 1. Следовательно, 

а) п(р?) = (п(р))? + т(р) — 1, если простое число р вида 4 — 1; 

Ь) (р?) = (п() + 1)? +2п(р) + 1, если число р вида 4х + 1. 

Выяснилось, что результаты, которые получаем с помощью матриц остатков не 
всегда можно получить с помощью существующей математики, потому что в ней часто 
игнорируется расстояние между числом 0 (ноль) и числом 1 (единица). Это приводит 
к непрерывности числовой оси и отрицанию отрицательных простых чисел. 

Зная, что двигаясь по направлению числовой оси от точки (числа) 1 или 2 с дли- 
ной шага двух единичных отрезков, через определенное количество шагов наступит 
на точки 3,5,7,...,рь или 4,6,8,...,2^, которых называем числами, отрицает то, что 
двигаясь с этих же точек с такой же длиной шагов в обратном направлении числовой 
оси не наступит на точки (—р;) или (—2*^). Такой не логичный подход к числам на 
числовой оси постепенно накапливает проблемы решение которых становится невоз- 
можным в пределах существующей математики. 

Вместо того, чтобы выяснить причину появления этих проблем в различных разде- 
лах математики, нас кормят понятиями неопределнного характера, как например: ир- 
рациональные, трансцендентные, мнимые числа. Полностью не разобравшись в сумме 
и разности чисел на числовой оси, рассматриваются скалярные и векторные суммы и 
произведения, вплоть до тригонометрических сумм, не отмечая чем они отличаются 
от тригонометрических разностей и произведений. 

В итоге квадрат делится на четыре части, на которых четные и нечетные числа 
рассматриваются как четные и нечетные функции, которые в различных четвертях 
получают эквивалентные значения с различными закономерностями и, которые ре- 
шение математичских задач на этих четвертях более затрудняют, чем разъясняют. 
Получаем, что тригонометрические уравнения не нужно путать с алгебраическими и, 
что они ничего общего не имеют. 

Одни и те же вещи называя различными именами думает, что эти вещи поменяют 
свои сущности. Конечно числа не умеют говорить и не могут защитить свои права, но 
числовая ось для них стала конституцией и мы должны понять структуру числовой 
оси и раскрыть роль любого числа в этой структуре. 

В высшей алгебре пытались это сделать с помощью детерминантов, подматрицами 
и миноров. Но это привело к большим затруднениям, потому что не учитывалось 
расстояние между числом 0 (ноль) и числом 1 (единица) - масштаб числовой оси. 

Матричная математика учитывает это упущение и пытается со всей силой завер- 
шить эту работу успешно. Ясно, что она с помощью подобных матриц моделирует 
числовые процессы на различных интервалах числовой оси и, сопоставляя их с мат- 
рицами Мтп(Т) и Мт.2т(1), где т = л(п), определяет количество простообразных 
столбцов (четных и нечетных) в матрицах М», м(1) и Мт2м(1), где М >> п, потому 
что любая числовая проблема сводится к проблеме определения простых и составных 
чисел на числовом отрезке целых чисел [1, №] или [1,2№]. Зная, что матрица М», ик (1) 
при 21 п, обладает средним столбцом, с помощью формул 


п = [082 №, п= [ю5, п” ЕО 
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определяются л(№) ик(№). И если средний столбец этой матрицы соответствует числу 
А*, то тогда столбцы этой матрицы, которые соответствуют числам 28, 1 < 2° <пв 
матрице Мио — 2п) будут соответствовать числам Ру, где ПА < + < пк ‚ потому 
что точки р* и 2%, которые представляются числами по отношению среднего столбца, 
(числа) А* противолежашие. Функция п(п”) зависит от конкретных значений пики 
в случае 2 < А<п< п? получаем 


2%) — (л(п)у* ЗПов2 п] — 1, 
п(п°) = (л(п)) + и 


Так же можно получить значение функции л(22”) и л(2“"). 

Таким образом, с помощью матриц остатков решаем проблему криптографии пол- 
ностью и делимость отрезка длиной [0, 1016] или [1, 1010 — 1] на равные части. Так 
как 1010 — 109. 10, 103 = 1010 ; 10 и 103 = 103. 103. 103, приходим к выводу, что 
среди чисел 1000 = 103 есть 333 числа каждый из которых кратно 3-м и 666 чисел 
которые при делении на 3 дает в остатке 1 или 2. Следовательно, среди точек [0, 1070] 
или [1, 1010 — 1] есть 3. 10? точек которые называются числами. Это означает, что 
любой отрезок числовой оси, любой длины, можно разделить максимум на 3. 109 рав- 
ных частей, независимо от масштаба и от местонахождения этого отрезка на данной 
числовой оси. 

На языке физики это означает, что энергию, как и отрезок, можно разделить не 
более чем 3: 10? равных частей. Следовательно, средняя скорость светового кван- 
та в космическом пространстве, по всем направлениям, равно 3 : 103 м/сек. Но так 
как Земля по орбите движется со скоростью = 3: 10%м/сек, учитывая, что фокусы 
орбиты тоже перемещаются, поэтому в земных условиях скорость света, становится 
= 3. 108м/сек независимо от метода ее определения. Также определяются ускорение 
свободного падения, космические скорости и т.д., значения которых тоже относитель- 
ные и приблизительные, потому что они обусловлены и “побочными параметрами”. 

Кроме того, логарифмируя число 1019 по основаниям 3, 5, 7 и, учитывая что среди 
чисел [1, 10] есть две пары простых чисел близнецов, с помощью матриц остатков и 
методом двойного решета получаем, что на отрезке чисел [1, 1010] есть 2 пар простых 
чисел близнецов и 419 простых чисел. 

Представляя матрицу М», 1010 (1) в виде матричной суммы 


Ми. 1019 (1) = Ми, 109 (211) + №, 109 (2|2) 


нам удается десятиричную систему расчета свести к двоичной системе, облегчая при 
этом решение многих (если не сказать всех) проблем, которые возникают из-за, мате- 
матических процессов на числовой оси. 

Спрашивается, можно ли взаимодействие реальных объектов моделировать так же 
как моделируются числа с помощью матриц остатков и изучая их получить реальные 
результаты? 

Конечно можно. Этим занимались исследователи со времен Архимеда и еще рань- 
ше. Об этом свидельствуют старинные задачи и “головоломки”, которые решаются не 
традиционными методами математики. 

Но при взаимодействии с реальными объектами возникают “побочные” парамет- 
ры, которые затрудняют не только решение задачи, но и понимание истинной сущ- 
ности этого решения. Как например: если тело двигаясь из точки А через некоторый 
промежуток времени наступает на точку В и нужно определить среднюю скорость 
или среднее ускорение этого движения. Если даже пренебрегаем характеристиками 
движущегося тела, и среды, т.е. идеализируем движение, то все равно сталкиваемся 
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с проблемами делимости вектора перемещения и вектора времени, особенно тогда, 
когда слово идет о мгновенной скорости и мгновенном ускорении. Так как вектор 
времени всегда направлен с прошлого в будущее и пока не выяснена истинная сущ- 
ность мгновенной скорости и особенно мгновенного ускорения, невозможно подтвер- 
дить, что взаимодействие реальных объектов прошлого могут быть эквивалентными 
и в будущем. Конечно, среднюю скорость и ускорение при таком движении опреде- 
ляем с помощью вектора перемещения и времени. Но разве это дает нам основание 
утверждать, что скорость прямо пропорциональна перемещению и обратно пропорци- 
ональна времени? Я еще не говорю про ускорение. Конечно нет, потому что скорость 
и ускорение возникают при проявлении некоторой силы, наполняющая тело энергией 
— потенциальной и кинетической, которая закреплена законом сохранения энергии и 
намекает об ограниченности энергии, которая получает движущее тело. 


Зависимость скорости от перемещения и времени такая же, как зависимость со- 
противления проводника от напряжения и силы тока в действующей электрической 
цепи. Ведь физик не скажет, что сопротивление проводника прямо пропорционально 
напряжению и обратно пропорционально силе тока. Все знают что сопротивление про- 
водника зависит от конфигурации, от материала проводника, и от температуры. Так 
что зависимость скорости от перемещения и от времени в отдельности, “мнимая” и для 
некоторых исследователей принимается за “действительное” для объяснения каких-то 
других вопросов. Как, например, действительное и мнимое изображение предметов в 
сферических зеркалах используется для объяснения процессов изображений. Поэто- 
му не исключены случаи, когда изображение принимается за, предмет, особенно то- 
гда, когда наблюдатель не может видеть предмет. Известно, что не все небесные тела, 
видны земному наблюдателю, а различные слои космического пространства для нас 
становятся сферическими зеркалами и, возможно, увидев изображение тел, которых 
невозможно видеть с земной поверхности, мы думаем, что они какие-то массивные 
тела. 


В начале 20-го века А. Эйнштейн опираясь на работы Галилея, Ньютона и многих 
других ученых создал свою “Специальную теорию относительности” и смог объяснить 
не только движение броуновских частиц, фотоэффект, кватование, но и расщепление 
атомных ядер. Этим самым он расширил область интелектуального познания чело- 
вечества. Но это не значит, что эта чисто математическая теория доказывает, что 
перемещение или время зависимы от скорости движущегося тела. Он просто показал, 
что “Специальная теория относительности” отличается от относительности Галилея 
тем же, чем реальное число отличается от мнимого. Исходя из того, что делимость 
энергии на равные части так же ограничена, как и делимость отрезка на числовой 
оси, Эйнштейн энергию фотона приравнивал к его мгновенной скорости и “неволь- 
но” создал понятие отрицательной энергии и отрицательного времени, которые, как 
например “Проблема близнецов”, стали предметом для “споров” многих маститых уче- 
ных и в настоящее время. 


Чувствуя значимость промежутков времени во взаимодействях реальных объек- 
тов, которые безустанно движутся в инерциальных системах относительно друг друга, 
Эйнштейн (и не только он) пришел к понятию тензоров. Но почти полвека работая 
над “Теорией поля” добился многого в этом направлении, но не смог его завершить. 
Может из-за того, что наши знания о вселенной, пространстве и времени настолько 
малы, что не можем прийти к объективным заключениям относительно них? А может 
из-за того что не смогли количество составных чисел отрезка [1,п?] выразить через 
п(п)? Матрицы остатков вынуждают нас задуматься над этими вопросами, потому 
что “Теория матриц остатков” разъясняет не только количество простых чисел п(ИМ ) 
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ил(М№) — (ИМ), но и количесто чисел вида [1055 №] и [1082 2^'. 

Рассматривая реальные взаимодействия реальных объектов не нужно забывать, 
что математика не всемогучая и она нам дает только количественную информацию. 
Качественные свойства этой информации мы получаем анализируя эти взаимодей- 
ствия. Поэтому любой раздел любой науки развивается опираясь на конкретные ак- 
сиомы или постулаты, которые являются обобщением интелектуального потенциала 
человечества. 

Аксиомы или постулаты не догмы и со временем расширяются охватывая новые 
явления, которые до этого не замечались или не встречались. Свидетельство этому 
могут служить геометрия Лобачевского и Римана, постулаты Бора и неопределенно- 
сти Гейзенберга и т.д. 

В математике основная аксиома появилась после принятия координатных систем, 
как число 0 (ноль) кратно всем целым числам, а для реальных взаимодействий ре- 
альных объектов она приняла вид “Большого Взрыва”, которая стала основой теории 
расширяющихся галактик. 

Теория матриц остатков привела математику к инвариантности числовых процес- 
сов, к чему она приведет реальные взаимодействия реальных объектов, нужно еще 
выяснить: 


а) какая часть сообщелощей энергии для тела становится потенциальной и какая 
часть перемещает, его; 


б) зависимость составляющих данного вектора от различных направлений; 
с) перемещение тела в космическом. пространстве плавное или скачками; 


д) основопологающая формула, описывающая реальные взаимодействия реальных 
оббектов, для исследователя является постулатом или законом 


ит.д. 
Весь вопрос в том, что принимая стороны квадрата за отрезки прямой, его диаго- 
наль становится зигзагообразной линией или наоборот. 
Если окружность считаем плавной линией, то его диаметр становится скачкооб- 
разной или наоборот. 
Поэтому бесконечное расширение, или бесконечное сужение мироздания не только 
трудно себе представить, но и трудно объяснить словами или описать формулами. 
Ереван, 2021. 


Р.5. Уважаемый читатель, если, не можете ответить на вопрос, который на- 
писан, на обложке этой книги, придется Вам еще раз, более внимательно, прочи- 
тать все статьи этого сборника. 


ВооК сотрозе4, еакеа 
апа ргерагеа юг ришиие 


Газа Азроф ЕфаКуам. 


ВЕЗШОЕ МАТЮХ ТНЕОВУ 


А пех шебфо4 Юг зба4уше табтетайса| ргтоешз Ваз Бееп 4еуеореа &таф 
азез фе сопсерф оЁ патег. Ш 13 Базе оп %Ве сопсерф оЁ а “тела тафих”. 
ТБе ееепфз оЁ $Пезе тадфл1сез аге %Ъе геташаАетз оЁ Ве Агяяюп оЁ зоше 
3ефз оЁ пабага! патшаегз Бу ргиае пиштегз. ТЬе збтасвиге оЁ зисб пафлсез 
13 за Че ш 4ебаЙ, Те гесл]агИЯез оЁ $Ъе Чао оЁ хего ап поп-яего 
теташаегз ш $Веш аге езбаЪПзеа. ТЪе соппесЯоптз Бебмуееп &Ве шафлсез о 
тез1Аиа]з соттезроп@ те $0 АШегеп® зефз оЁ пафига] патЪетз ате збаЧеа. Те 
теташаег тафих шео4 13 аррНе4 $0 зо]уе а пашег оЁ ртоетз ш питшег 
{Теоту. ш рагст]аг, Веогез аге ргоуе4 фЪаф Чезсте &пе зе рамоп о 
ритез оп Ве пашЪег ах1з. емуеа Юттяа]аз Юют Ве ргпие пашЪегз оЁ Мегзеп 
ап Кегиаф, аз ме аз обег Югиаз Ют ргиие пашЬетз. Те ргоешз оЁ 
эср1п7е| ай Со|АЪасй ате шуезеаде4. А шебо4 Юг Япше зол Ноиз $0 Пе 
э1егризК1-Ег4оз| едаа®1от 15 ргорозеа. ТЪе ргоЫет 9 сгурфортарру Ваз Бееп 
сотреёеу зоуе ап сап Бесоте {Ъе Ъаз1$ Юг стеабше пем сотарибегз Паб 
сап зоуе апу ргоешт 10“ ог 105 тез Ёазбег Вай ех1з ше опез. Апу сварёег 
оф $13 соПесмоп сай Бесоше Фе Баз! Юг ап епиге зесоп оЁ пилаег $Веоту 
ап, $ВегеЮге, лафета св. 


Сотщепё$ 


ЕРоаНЮОТ ааИио ра В БЫ Брит ыы 7 
Его аи або" Дает лиана 9 
ТУТКОВОСТЮ М, ооо оо Ари 11 
1. АБоцф зоше ргоШетлз оЁ Чт Фиаоп оф ргппе пиЪегз ........ ее еннньа а 13 
Я ОО ОТО С 13 
1.2: Везацатавтсев: оао арок поза НЕЕ НЫ 13 
1.3. Зпи|аг гезАла] тпафт1се$ „нение нии еее еннеетнне + 15 
1.4. Сопрасафе тезАча] тпафт1сез „нение неее тинеенннетне ие 
1.5. АррИсаНоп оЁ тез4па] шпафт1сез ...... еее енненинеенннение 18 
2. АБопё 4е езбипамоп оЁ $1е пиштег о{ ргпае пашЪегз ш сегфайи пфегуа ......... 21 
2.1. Сопларабе тез иа тпаф11се8 ....... нение не еенненьньь + 21 
2.2. АррНсай1юоп о тез1 Чиа] тпафт1сез ...... еее неееннетннье + 22 
2.3. Сопларайе тез иа тпафлтсез Юг Ве зесой4 то\ ап4 Вет арр|саюопз ....... 23 
3. АБопф зоше ргоетз оЁ ргипе пииег8 ......... еее неенннеене + 25 
ИИ ООО О 25 
2: Ввоз она ь оВАььь ы в аеенЫ 25 
4. АБоц$ ришше ап соргипе питЪегз ш зресла] 1шфегуа/з Г... неее. 29 
41. або“ченой” оо ии ал ре ра одни Ва АЛ РЕ 29 
4.2. Сопласабе тез1Чиа] упафл1се8 ...... неее иене еенненьнеь + 29 
4.3. ВемАча] тпафт1сез мВ зер 2 .......... не иене ние еннееннеение 30 
4.4. Арр] ут тез1иа] тпабл1сез м зер 2 ....... еее ниеееннньа я 32 
5. АБоцё рише ап4 соргиие пииегз ш зреса| шбегуа]8 ПП... ее еньньь. 35 
И ее О О О 35 
5:2. Везала] тпабтсе8: оао Анино ана ое аА 36 
5.3. Сопарабе тез иаа тпаф11се8 ....... нение еее еенненьнеь + 37 
5.4. Везча] тпафт1сез ме збер 2... еее неее ннееенееннне 38 
5:5 ПВезаали: 6Пебтейт ооо реа ро воененИ 40 
6. А4}асепё тез а] тафт1сез ап ч1еуе теб Тоа ......... не неениненни. 43 
И о АО ея 43 
6.2. Везча] тпафт1сез, сопиии$ УВ оив иего8 ....... и ееннеееннньа 43 
6.3. А4]асепф гезча] тпафт1се$ ....... нение иене ееннетннье + 44 
7. Ве Чиа] тафт1сез ап ЭсяеРз ргоеш ....... неее еннеенннньан 47 
7.1. Вез а] тшафт1сез м1 з6ер 2 ........ нение неннеееннетннье + 47 
7.2. Ежепае4 тез1Аиаа] тафт1сез .......... нение ен чинеенинение 48 
7.3. ЕзВ 6 $ппез аБой$ ргише ап соргиие пишЪегз ш зрема] бегуа$ ...... 49 
7.4. зуштейчс тез1Аиа] тпафт1сез, зуттету оЁ питЬегз оп пишЪЬег ах! .... 52 
т.о эрааяе“ 8“ рго ет: оон неее ле аета 52 





8 @оЧБасьреоЫ в: + ро аа В На БЕ рЕВнЕь 55 
И КОТО ТЫ ОЗ и 55 
8:2: Вена латекс Иан ИИ оао 55 
8.3. Тре ича е соплап оф {Ве геззАча] тафтх ап4 Из ргорег@ез ................. 56 
8.4. Тре има е соплиап 0+ а, тах ап4 $Ве СоАЪасЬ ргоеш .................. 57 
9. Ргорегез оЁ тез Чиа] тпаф11се8 ....... нение ине неенннеене 61 
10. Залаге тафтсез. Косизез Ют ге Аа] тпаф11се8 ..... ее нееенненннье + 63 
11. Ауегасе шафих оЁ гез14 а]. Зуттиейлс тшпайт1сез ........ нее нненнньь 67 


12. Ртпае пашЪегз ш зресс гапеез оЁ пашЪетгз, ай4 зсоте Ве: патаЪетз оп Бо&П з1аез 71 


13: Ромеглиаиеез ЕЁ тез ца]? алое ое Ва Бора ТТ 
14. Еосизез ап Юса] 1еп=% 13 ш тез Ааа] тпафт1се$ ....... ее ееннетннье 81 
14.1 Атос ера ео са 81 
14.2. Коса] 1еп12$8 ш гезАпа] тпафт1сез ...... неее неееннньь 81 
15: Пу Реае Ро ет таза ОО ие 83 
16. Пглз1юп оЁ пашЬегз оп Фе патенса| ах1$ ....... иене ине еннеение 87 
17. Тре л(п) шсйоп ап4 Ъе стурбостарВу ргоЫешт ......... ее ененьнни. 89 
18. Соштепзига е ап шсотлтепзига е зевтае8 ....... ее инеанеение 95 
19. Оррозце апа зыве4 гезача] тпаф1сез ....... еее ннееннееьнне + 97 
РОО в Ме а оравыки оса о оао ое канон ра а ья 99 
21. О1$апсе оЁ со[аллатз ш гез1Аиа] тпафт1сез ........ не еенеенннеени. 107 
22. Мишрег югша1юоп оп &Ве пашемс ах1$ ........ еее енеенннение. 109 
23. Маш ап4 з14е Ююспзез оЁ ге Аиа] тпафт1се8 ....... не ееннетннье 113 
24. Оесау оЁ $Ъе пашЬег ах1з. Эпаре шаб1сез .......... ел неенннение. 117 
25. паре пашЬетз ай4 сотапафот168 ....... еее нненинеьние 123 
26. Обо еее о О орион ОЕ 129 
27. ТБе $фгие пафиге оЁ $Ъе пафига] #его (О„) ап4 ласйопз с(т, п, в -Т)............ 135 
И О ОТО ОЕ О ке 135 
27.2. Ехрапз10п оЁ шайтсез. Каисйоп с(т, п, п - Т) ш гезапа] тафтсез ........ 135 
28. Запаге гезАла] тпафт1се$ ....... неее нение еее еннетннье + 139 
29. 514е ап4 ахегасе тез1Чиа] тафт1сез. Зуттей1с тафт1сез ........ нь... 143 
30. СотЫтафотсз оп Ве пашЪег ах18 .......... нение ееннетннье + 149 
31. Робепй ргимез ап4 еда 1018... неее неинеенннение + 153 
32. Сошр|е апа аа]асепф тез1Чиа] тпафт1се8 „еее еенеетнненне 159 
33. депега|хаюой ш Те Ююгш оЁ а Б@афе пфтоЧасйой ......... ее ннььнь. 167 


34. Гийе о -соЦесе оне” ела нирн про рабыни 169 


гот аа ог 


Тте рт ве тай 
90% отд и, едет ощу Эшсе шу зсВоо] Чауз, [ пойсей аб ш табета%1св оп &е 


питЪЬег ах1з, поб еуегу& Шао 1$ 1оелсаПу лазйвВеа. Еог ехааре, [ сош поф сошртервепа ш 
апу \уау Бом Бе замате оЁ а песайуе патаБег Бесотез роз! уе, апа 0! = 1. п 13 зби4деп® 
уеатз, Безе 4очЪз пбепзйе4, езреслаПу еп Ве 20% асапайщцеа хм $Ъеогейса] рВуз!сз. 

'ТБе {тайзЮгшпа&1о1 оЁ а тезат шзстреа ро]угоп шо а сте Бу дом т Ве питЪег 
0 163 514ез 13 зоте те зпоПаг $0 м Беп &Ъе збагз аге фаКеп аз а рошф. ТБе сопсерёз оЁ 
‘Чпйоке]у эта” ава “шбоже]у 1агое”, мрасЬ 1е4 фо Те сопыпайу оЁ &Ъе пашЪег ах1; апа 
$Ъе стеамоп оЁ АШегепиа] ап п\еста] са]са[аз, аге оШу забае Юг зоуше еуегу4ау 
ргоетаз. ТБеу Бесоше Бер]езз мВеп диезНонз оЁ ‘Чиби езипа]” ап 4 ‘Чивикеу 1атее” аге 
галзе4 Ъесамзе $Ве Фзсопшиа у оЁ $Ъе пашЪег ах1з 1$ 1епоге4. 

5с1еп 1:63 заср аз Гогепи, Неах1я4е, Над4атах ап Рошсаг6 пойсей $1е геамуку 
оЁ Пе тезаз оЁ шабретаса] орегамопз оп Бе пишаБег ах1з, мсЬ Югшеа %Бе Баз1з оЁ 
Ешяеш?з Веогу оЁте]амуЦу. В зо №аг по опе Ваз зассееде шт сете оф оЁ Пе “у1с1оиз 
стгс]е” оЁ емзипе шафВетайс$ саазеа Бу Фе сопбшийу оЁ Те патЪег ах1з. 

МабТета%1сз, оп Ве опе Вай4, Чешез $Ъе ежмзепсе оЁ {Те 1атрезё пишЪег, ргоуез 
{Бе шЯпЦу оЁ ргипез, ап4 оп &Бе офБег Вала, фаКез %Бе пишег 2его $0 Ъе а шире оЁ 
а] ифесегз. Мапу шабтетаЯс1атз (ВазреузКу, ВхасВеу) застее 16 $18 апа \Ъ Те 
сопсерв оЁ шВишу Базе оп АтсЬте4ез’ ахют. 

'ТЬегеЮге, ме аес4е4, 1еахлие $1е АтгсЬите4ез’ ахлот шу1оае, фо сгеафе а пеху &Ве- 
огу, \мсер, ЮПо\жше Ве атопз табетасай Азко!4 Гуапоу1еь УтортаЧоу (РефегзБиагв, 
ГОМП, же са тайлх шабБетаясз. ТБе Ъаз1з оЁ шафтх шафетайсз 13 &Ве збабетен% 
аБоиф Пе АШегепсе Бебуееп а пашЪег апа Из огаша] питЪег ой Те пашЪег ах1з. \е 
БеПеуе &Ваф оШу ргипе ап сошрозЦе патЪег$ ех1з6 оп {Ве патЪег ах1з. ТБе гезф (Вгас- 
1опа], птайопа], ппартагу, ес.) аге А1збогеа гергезещайопз оЁ ищебегз, ап оШу роз 
оп Фе пашьЬег ах1з, о1туеп Пе г@ау1у ое сБо!се оЁ $1е омлет. 'ТЪ1з соПесЯоп оЁ атисез 
с0151568 оЁ шага] сБарфетз аттапее4 1з$осаПу аз ФЪеу \еге мтеп. ОпЮгбшабеу, 
пе $0 ТасК оЁ &ипе, тапу апезНопз оЁ ппаёт1х табетай1с$ (Юг ехатр!е, езтабез оё Ве 
п(х) Кшсйоп, рожег шайлсез о{ гез1па]з, юса] |еп2613 ш тафтсез, Еегилаф’з Веогетиз, 
ргоЫепаз оё сгурбостарВу, ес.) теташей опфзае %Ве зсоре оЁ из соЦесйоп.... Г Воре $0 
утце шоге абойё {Вега ш &Ъе зесоп4 рахгё оё $13 БооК, ап #1 4оп”*% Вахе &ппе, № \мШ Ъе 
у ЩВеп Бу Ще пехф сепегайопз. ТЫ соПес®1оп 13 ицеп4е4 юг геа4егз ицегезбе 11 шайЪ- 
етайсз. ТБе шафега] 13 ргезеще4 $0 Фе рибЦс ап4 1$ ехётешеу зпаре. Виё опе зВошША 
10% геа 16 аз Всйоп, зшсе Ве соПес®1юоп боиспез ироп Ве Ююииа1оп$ оЁ а пем арргоась 
фо ех15 ше шабВета4с$, зо еасЬ рЮгазе тедлатез 4еер геЙесйоп. Уоп зВош@ ргосееа $0 Фе 
пех агие ошу айег Буиете Ве зб е4 $0 а сотлтоп Чепоттафог. Мабих таб тетай1св 


й 





13 ап абегпамуе $0 ех1з3 ше шафБетай1сз. Ш \ зеетаз $0 $Ъе геа4ег {Ваф зоше оЁ Ве збаде- 
шепз аге ЧиБлоиз ап роойу ргоуеп, Фе побаЯол 13 ипзиссез В], $Ъе ехргезз1юпз аге пой 
уегу зшообу 4ез1ютеа, 1еф Бия Югелуе. Му могКз шау поё Бе зтоо Шу 4есогаде4, Ба 
ш шу оршиов Ъеу саппоф Бе мтопс. Г ал 4ееру отафеЁл фо Аса4еписап оЁ %Бе Майопа] 
Асадету оЁ Зслепсез оЁ Ве ВА М. ВА, Уегеуап) юг уайааЫе а4усе ап сгИйса] геглатКз. 
Уетеуап, 2013 


ВеЕегепсез 


[1] Р.К. ВазБеузКу “Оп $Ъе 4остла, оЁ фе пафига] зетез”: биссезз Маф. Эаепсе, уо|. 28, 
по. 4 (172), рр. 243-246, 1973. [2] У.Г. ВхасБеу “Моп-АтсЬипедеай агБаейс апа 
обБег сопзбгасйуе шеапз оЁ табБештайсз Базе оп {Ще 14еаз оЁ &Ве зреса] $Веогу о 
т@ануцу”: Верог&з оЁ %Ъе Аса4ету оЁ Эслепсез оЁ фе 055В, уо1. 316, по. 4, 1991. 


Егот фгапз[афог 


Те тшопортарь Бу Е... МКгбитуала 1$ рабИзрВе ш $0 уегз1опз: ш Вазчап апа ш Ел- 
131. 6 сотЬшез Гапа П рагфз оЁ Те соПесйоп “МАТЕВ]Х МАТНЕМАТ 5”. Ц оп пез 
а пе\ арргоасЬ фо {Те зба4у оЁ шабТетай1са] ргоетз - фе шео4 оЁ тез па] тпафллсев. 
ТЬе еелепфз о{ $Пезе тафт1сез аге $Ве геташтаегз авег аглАте зоте зедаепсе оЁ пабага] 
питЬегз Бу ргпае пишфегз. ТБе эёгисфате оЁ засЬ тадт1сез 13 зле ш аеа]. ш ракис- 
ат, Бе а1заоп оЁ 7его ап поп-7его геталшАегз ш Вет 13 апа[ухе4. ТЪе 4еуеюреа 
шевфоаз аге изе4 $0 зоуе а пишег оЁ ргоештз ш пишЪег {Беогу. Е! оЁ а, $0 Ноа Ще 
зао оЁ ргипе пиаБегз оп Чегет зесллетфз оЁ &Ве патегса| ах1з. КасЬ зисЬ зеэ- 
шепф 1$ аззослабе ум $ омп шафых о гез1ча]$, ап4 $Ъе питаБегз о# его ап поптего 
тезиез ш &Ве тафт1сез аззослафе ум Чегепф зестеиф$ аге сотратеа. Тиз аПо\мз уой 
фо сошраге {Ъе палаег оЁ ргилез ш ф$Ъезе зерлаетз. ТЬе ргшее ап шефо4 оЁ засВ а 
сотрат1зот 13 Югииабе ш 'ТБеогет 1.4. Моз6 оЁ {Те тезаЦз ргезетбе ш $15 шопортарь 
уеге обаше4 Ъу арр!ушх {15 шебВоа %0 уатг1ощз зесшепфз оЁ {Ве пашЪег ах1з. А пашег 
оЁ шедааПЫез аге ргоуе4 {Ваф сошраге $Ве питфег оЁ ргипез оп АШегепе зесттепёз оЁ Бе 
питенса] ах1з. Озше те ше оаз о{ гезча] тайтасез, Югиаз Юг Фе риите пашЪетз оЁ 
Метзеп апа Еегтаф аге аегтуе, аз ме аз офЪег ютииа]аз Юг Ве Чай оп оЁ ргппев. 
Тье ргоШетз оЁ ЭЬшие| ап Со|АЪасЬ аге шуезиеае, ап а тебо4 13 ргорозе4 Юг 
Вид те зо[аюоп$ оЁ ап едаамой ПКе %Ве Э1егриазК1-ЕгЧозш едиаНоп. А эепега ха ют оЁ 
{Бе эеуе шеоа - а 4очЫе зеуе 1$ ргорозе4. ш вепега], %Бе гезаЙ$ ргезете ш 118 
топортар зпо\ Баф Фе гез1Чиа] тафх шефВо4 аПо\уз опе $0 ету а пашрег о# пе\ 
рабегиз ш Те эбтасбиге оЁ Ве пашет ах1з. У.А. Апагееу Мозсо\, 2019 
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Гбто4Чисйоп 


Мафетайслал, отд ют ти ия питенсиы аллз сопитливу, ВКе а 6@та здилттер, Фа 
гипз Ит@езз[у т ве }етт1з ‘ийе@ ата НитЁз 
4 ил зооп, теаср, Фе еп4 оф Фе шой. ш опт тта$ а4ФЯой шеалз а4Чте $0 а сегбат 


питЬег оё оБ]есёз а сегбат патаЪег оЁ оббег зпаПахт (зотейтез поф зисВ) оЪ]есёз, вебе 
{Беш $0ба1 зиш. ш 415 сазе, 1 1$ поф факеп ибо ассоциф Йош \маф зиЪ]есё ап ш у\Ваф 
Чтесйоп %$Ве а@Ч11юп \аз саге оф. Оп Ве патетса] ах1з, фе а44Ияоп о оЪ}есфз 13 
Чопе аз ЮПозуз: & 15 БеЦеуе4 &Ваф &Везе оБ}есфз аге 1осабе ап? опе ушла] э4тале $ Ппе, 
{Беу шизё Бе аа4еа гота Ве т12% еп4 фо %Ъе 112%, гер|асше Фе оБ]есёз мБ 14епса] 
епзе]у зрасе4 зевтлетфз оЁ пи 1епе В. Аз а гези №, \ме себ а ро &Паф 13 а1бапф Вот Ще 
Безшише оЁ Ве пишетса] ах1з Бу а сегбалп пишоЪег оЁ зестепбз оЁ ип |еп2Б. ТЬз Без 
$Ъе апезНоп: 1$ $Ве Бесшие оЁ Ве пишЪег ах1з а рошё ог а пишфег? ТЦе апз\ег $0 $113 
чаезЯоп 15 поф ипатЫетоиз, Бесамзе Ве питЬег 7, оп Ве пашЪег ах!з 1$ спагасбетие 
Бу п- 1 рошёз. ТБе ех1зйпе шабетайсз 4оез поф апз\ег $018 аиезНоп <еал|у. № от 4оез 
1 апзууег Бе даезйопз: \уваф Ш Бесоше оЁ 1$ атоци$ 1 уоп свапе Те от1ещ ог зсае 
оЁ $Ве пишегса| ах!з? Не 4оез поф апзуег Бесамзе Бе 4оез поф @13ИпелизЬ Бебмееп Бе 
Бершише оЁ $Ъе патенса] ах1з апа Ве Берлиише оЁ Ве сайса]амоп, отее ше аб Ъе 
Бершише оЁ Ве патегса ах1з 13 ошу а ро, апа Фе Вершин оЁ Ве сасшаЯоп 13 Фе 
Втз6 оБ]есф (зесттепф) ош \ЛысЬ &Ве сай1сшаоп Ъерлиз, ап $Ве патЪег 1 1$ [осаде от 
$Ъе пашет 0 аб Ве зате @з$алсе, аз Ще патег 2 ош фе пашет 1, ог Ве пашет п-1 
Бош Те пашрег %. ТЬе аБзепсе о а аШегепсе Бебуееп ФЪе Бели оЁ $Ве патенса] 
ах!; йош &Бе Безшише оЁ Бе са]ся|аоп |еа4з $0 &Ъе арреагапсе оп $Ъе питегса]| ах1з оЁ 
Васйопа|, пта1опа], тапзсеп4етба], сошр]ех пашЪетз ап ппаешагу гоофз оЁ едааопз. 
Тв 13 Фе шаш ЧгахмрасК оЁ ех1з те шабетаясз, мас 1|еа4з $0 Те Ёс$ Паф {Фе гези[6 
оЁ табтетай1са] орегаЯюопз оп Ве пашЬег ах1з Бесоше поп-сошилжамуе, 1.е. г@а®уе. 
Озше таплз уесботз, Юса] 1еп2 Из, даайбит Чиа зщ, еёс. рБуз1с186 ыле ш еуегу роз е 
у’ау 60 “зтообП оп” фе аШтепфз оЁ шабВетай1св ап асшеуе пойсеаЫе зиссеззез. ОЁ 
соптзе, Веу меге пере4 Ъу ехрегипет а] Чаба, Ба шабБешай1сз геталие4 аф Ве “ргиоииуе 
1еуе?’. Эшсе еуеп плшаЬетз (г@айуе фо &Ве Берии оЁ Бе патаЪег ах1з) ге]аЯуе $0 оЧ4 
пиштЬегз ате шоуе опе ип $0 Те 11216 (ог фо Ве ]еЁй, аереп4 те оп \мысЬ Чтесйоп $0 
1оок), $Вегеюте тафВетайсз оп Ве питЬег ах1з Ваз Бесоте опе-з14е4, ап тлафБетай1са]1 
асйопз Вауе асалите4 а Атесяоп (Юг ехатр!е: а@ Чоп ап шиар|саЯоп - фо Ве 115%, 
ап за бтасйоп апа @1у1я1юп фо Те 1еЁ). 1% 13 сошр!ееу шсошргецепя е $0 ше мВеег 
$Ъе патшег “тилиз”2 п, 18 еуеп ог о4А ?! АЁег аП, $Ъе пишиз 11 ошу зБомз Ве Ф@тесйоп! 
Апа 21 сопзесийуе пафига] патпБегз зпо\ $Ваф атоп $еш феге аге п еуеп ап4 я о44 
питегз, ап побфе е|зе. 

Гос, ассогАте; $0 \ТасЬ 0 13 а шире оЁ аЙ пишегз (0! = 1), @уАше патЪегз 
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тефисез $0 АглАште {Те ип оЁ &Ве зсае оЁ Ве пишегса ах1з, 1.е. сопу4егше Ве паЪег 
0Ё ро11 6$ ш а чп зесшепв $0 Бе шпишега е, 1% 13 аззиаиеа Ваф 1 = “шВНийу”! А опе-з14еа 
арргоасй $0 хего аз а, пашет $игпе4 1 по а Асйоп, ап Фе питЪег$ оп Те питЪег ах1з 
Бесалле едаа/. 

Майлх шабфета сз 13 Нее гот &Ъезе зВог$сопи тез, ш \асЬ ве ]оБа сопсерф о 


т 
пафига] 2его О» = [ПГ рь, т = п(п) 1 штодисе4д. ш штабах тшабВетай1сз, Бу шой 


а зеетиепф оЁ а т ет ах1з, фе Бевахтюг оЁ шабПета са] орега&юотз оп $18 зертпеп$ 18 
Чефеттите4, ап4 еп {Ъеу аге ехфепае4 фо 1атое зертегёз. Еот $113, ш шафих шабпета% св, 
Те Раи4атепба] сопсерв оЁ а таёи о] тезз4иа[ Ваз Ъееп стеафеа, хПете Ве хего гетали4ет 
13 по [юпеег а ВсНоп, Баф а геа] оБ]есв. 

[1 от4ег ют еуеп ап4 о4Я пиашЪегз $0 Бе осабе4 зутитебисаПу мВ гезрес® $0 зоте 
рошё ш шайлх шабетайсз, а тафлх оЁ тез иа]з мБ ап оа4 пашЪег оЁ соГаталз 13 
сопз4еге4. ТЪе пца е соГалоп оф заср а, тадлах Бесотез Ве ах1 о зуттебту. ш шафих 
штабБетай1сз, Фе шафлх Ми, 2и-+2(О»,) 18 о Ешаашеща] парогаисе, мфеге т = л(п), 
{Те епа со[атлиз о мс соттезроп4 $0 Те пишЪетз О» ап4 2п, ап4а фе па е сопиии 
13 п, Ве рагЦу оЁ с 4оез поф а\мауз аереп4 оп {Те рагу оЁ {Ве опёегтоз со[ааиз. 
ТБегеЮге, шафтх шафВетайясз зпо\муз Ваф рагу оп Ве пашет ах1$ 18 а ге]а\луе сопсер$, 
эисВ ]еа4$ фо %Ъе г@айуЦу оЁ а] таббетаЯса] орегайюптз$ оп Фе пашЪег ах1в. 

Майлх шабета сз @1ез $0 Чеуеор тафета%1сз оп Ве пашЪег ах1з ассогше $0 Те 
1051с оЁ тафБетай1с; Изе!, ап поф ассог те: $0 Ве 1051с оЁ {Те этеафез$ тафБетайслалз! 


Сфарфег 1 


Оп зоше ргипе патБег 415 &тивоп ргоеп1$ 


ТЬ18 агасе 13 Чеуофе4 $0 %Ъе зву оЁ зоше оЁ Те ртоешз а1 приНоп оЁ ргиие пишЪетз. 
Тре збиау 1$ сагмеа оф Бу Ве шео4 гез1Ама] шайфт1сез, \асЬ 13 Чеуеюре4 Бу {Ъе ал ог. 


1.1 ГПубто4асйоп 
Оп Те езитайоп оЁ {фе АШегепсе [1] 


п(п? + п) — п(п?), ый 


уеге т 15 ап ифесег, {Ве блисйоп л(п,) 13 Ве пишЬег оё ргипез, поё ехсее ше я, поте 
15 Кпоут, Ц 13 поё еуеп Кпо\уп &Баф 


п(п2 + п) — л(п?) > 1. (1.2) 


Вл ме 4оп’6 шК аб ехрегёз Баме Чеа% улёЪ 413 1334е а ше, зо аз Ще теЁегепсез 
океп фа\з абоиё Ша [2,3]. 

Г 13 Кро\о ош {Бе Б1з$огу оЁ шабБетас; Бом шисЬ те апа 1аЪог уаз гедлитеа 
$0 ргоуе Вецтапа?: розбаде [4] 


п(2п) — п(п) > 1. (1.3) 


[$ сар Бе зееп Фаф $Ъе езбипадез (1.2) ава (1.3) аге созеу геадеа. 

Аз уоп сап зее ош {Ъе аБоуе, пилЪег {Беогу пее@з а пе\ арргоасЬ $0 ргоетаз оЁ 
Ч зб РриНоп оЁ ргиае пишегз. 

п опг орицоп, &Бе шебво4 теташаег тлайлсез [5], \сВ тапу даез@юпз оЁ аа4 уе 
{Ъеогу пишЪетз |еа4з $0 опе рапе. 

Тре ригрозе оЁ $3 агысе 1$ $0 зе а пем шео4 фо ргоуе (1.3) ап еуааафе (1.1) 
Бош Бе]оу. 


1.2 ВезаАча| табт1сез 
Сопзлаег Ве ЮПомште шабх, \рсЬ ме са] Ве гетала4ег тах: 


ил ‘м 
Мти(А) = | "ы | ? 
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уТеге а;,; 15 {Те теташ4ег оЁ $Ве 41110 оЁ Ве пмфег А; = л+ 1 — 1Ъу Рь, Р; 1 ей 
6 ргипе, Л > 013 ап ицерег пашет, п > 2 - пабага] патаЪег, т = п(п) - ато ргипез 
10% ехсее в п, 1 < 1 < п, 1 <1< т. Еог ехашре, Юг п = 7, А = 0, ме Вауе т = 4 апа 





р ото | 

тот 

М. = 

т, (0) р Т 923 и. 
0123456 


Апа Юг Л = 1, п = 7, \е шаблх Мдт(1) Ваз Ве Югт 


В Гоа от 

2, 4:0 __ 

Л 9 Зо 
бе И Я 

У. 1985. 620 


Неге Ве Вгз& аахШагу го\ сошалаз фе пишфегз Л; = Л+ 7 - 1, ава %Ъе Вт аахШагу 
согашап сошализ $Бе ргппез Р;. ав; 15 Бе гетатаег оЁ 1 те Ве пишрег А; = А+7-1 
Бу Р;. Те ЮПо\ммиае Ъеотетз Во4. 


'Треогеш 1.1 Рог апу пафита питфет т 
Мт,л(0) — Мио) = п(п) — (п), 
ийеге Мтп(Л) 18 йе питфдег о} 2ето @4етет48 (2етоз) тайтсез Мти(Л), и(п) 18 йе пит- 


ет о} а ретет руте 4илзотз оп. 


Ргооё. Мабх сотрат1зоп Мтп(0) ав М»,».(Т) зБожз Вай Бе 7 -6 соци оЁ Ве шафих 
Мт,п(0) збатипе Вот Ве зесопа соли, сошсез м {1е 7 — 1 $ соци оЁ Ве шафих 
Мт,п(1). Мохгеоуег, ш Фе шафмх М»»(0) Ше Вгз6 соплип ФНегз ола аП со[атапз оЁ 
{Ве шаблх Мт»(Т), ава Ве 1аз6 собиип М»„(1) а егз Ёота аП соли оЁ Фе шафих 
Мт, (0). Те Втгз6 соци оЁ Ве шафах М»т,п(0) сощаз п (п) 2егоз, ап Ве 1аз$ сопла 
оЁ Те шабих Мт,»(Т) сошбааз и(п) 2егоз, Бепсе, 


Мтп (0) = Мтв(1) = п(п) — (п). 
ТБеогет 1.2 Гог ату ицедег А > 0 

ИА о ис 
ийете Мть(Л, 1) 18 йе питфег о} 2етоз ор ве + № тош о} Фе тан Мтп (Л). 
Ргооё. Ц 13 вазу фо зее ай 


Мт®(Л, 1) = Мтп(0,1), # Л-+а = 0(тоа Р;) 1атбаа + п — 6; = 0(тоа Р)), 











а. 
> @& о с“ о › 
Мт»(^, 4) = Мт»(19), # Ла, = 0(тоа Р;) 1атбаа + п — в; = 0(тоа Р)), 
В = р 
а; > =: . [7 > У 


'ТБегеЮге, &Ве Теогеш 13 ргоуе4. 


Оп зоше ргоетз оЁ 413 тра оп оЁ ргипе пашЪБетз 15 





СогоПагу 1.1 


8=1 
ПРепойис 
с(т, п, А) = Мтп(Л) — Мтп(1), (1.4) 
Мт.п.(0) = Мти(^) = п(п) — с(т,п, Л) — и(п), (1.5) 
Ме деф 


0 < с(т, п, ^) < л(п) — и(п). 


1.3 Зии|аг гезАчаа] тафт1сез 


Пей #101 1.1 То танчсез ате саЦеа тат &} Феу вазе Фе зате ила, т = п(п) апа 
[епд п. 


Еог ехашр/е, эпаШаг ате {фе шайлсез М».»(Т) ав Мтп(Л). ш \Ваф ЮШомз, ме ри 
п < А. \е мтапее ш шабсез Мип(1) ава М»,»(Л) сопииз Бу Ве шахипиаш з@есвоп оЁ 
2егоз Нота т1216 фо 1еЁв. ТБеп, атоп= Ве з@есфе4 А со[атпиз, $Веге 1$ по сопиии сопбалите 
{ехуег 2егоз Вап апу ипз@есей соГалои. 

Ме аепое Бу М», (Л) {Бе $оба] пииоБег оЁ 2его гезАиа]5 К оЁ {Ве соли оЁ 5 
шафих. 

ТВе {Веогеш Во. 


Треогет 1.3 Рог апу имедет А > п 


м“ „(фм 


т,т 


К 


тп 


(0 
РгооЁ. Егош ТБеогеглз 1.1 апа 1.2 ме Ва {Ъаф 
0 < с(т,п, А) < л(п) — и(п). 


1) Шс(т, п, А) > 0, (Веп {Бе {Ъеогешт 13 има], эшсе ш Фе шабих М»,»(Т) аЦ соГаталз 
ехсерф Ъе Вгзф сопфалт аф |еа3$ опе его теташаег. 

2) Ис(т‚п, Л) = 0, Те с“(т,п,^) = 0, хЪеге с*(т, п, Л) 13 соищей ошу Бу Ппез 
1 <: < т. Непсе, 

Мтю(А; — Мтл(1;8) = 0. 

Вив 655 13 прозе, зшсе А ап4 А- п -— 1 ате дош у ша рез оЁ аЙ ргиае Фу1зот$ о п. 
т №с6, Юг п = 3, А = 4, с(т,п, А) = 0, БН Л > 4, Мет с*(т,п, Л) = 0. Те 1еогет 
18 ргоуеа. 
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Неге аге зоше согоПалез оЁ 'ТВеогеш 1.3. Сопя4ег $Ве шабах Мт»(1). \№е 4епое 
Бу Гт(7) Ве пашЪег оЁ поптего геталш4егз, ава Бу и», (7) Ве пишьег о хего геталтаетз 
ш Ме } -6В сопита оЁ {Бе шафах Мив(Т). [ 18 еазу $0 зее {Вай 


Гт(7) = п(п) — ии); Тт(Ю = (п) =т. (1.6) 


У 4епофе Бу Ги.п(Л) Ве пашЪег о поп7его гета4егз оЁ Ве епйге шафих Ми»(Л). 
ТБеп опе сай ргоуе $фаф 


"п (1) — Ттв (От) = (п) — и(п), 


\Теге О», 18 а пабага] 2его, О» = [1 р;. [6 18 вазу фо зее {Ваф 


Гт,п(1) — Етв (А) = п(п) — с(т,п, Л). 


Треогет 1.4 и Ме тай Мти(А), шйеге 8 < п < Л < п?, т=л(п), (А, п) = и(п) 


1ова-1) 


Фете ате а [еа81 — и(п) соиттз, еасй о} ирлсь, раз по 2етоз т, тоиз 1 <1< 


т = (п), 1.е. соттезрот4 №0 ртате пиитфетз. 


Ргооё. Сопз@ег зпиЙаг тай1сез Мш»(Л) ап Мтв(1), \Веге 8 < п < Л < п?, т=л(п). 
\\е сгозз оф аЦ $Ъозе собилз оЁ Ве шайлсез Ми„(Л) ава Мть»(1), ш \ЫсЬ Вете 13 
аф 1еаз$ опе хего ш $Ъе го\уз 1 <1< т = л(п). ТБев, юг &Ъе шафах Мт»(1), ошу \е 
сопли мБ его ш Фе Вгз$ том ап ФЪе Вт сопиип %Ш тета ипсгоззе4, 1.е. еу 
согтезропа $0 патЪетгз оЁ {Бе Юга 2*. Апа Ъеге аге ехасЙу А1 = [055 п] + 1 засЬ пишет 
атпопе; Фе Вгз& п пилЪетз. Трегехге, {Ве шафих М»»(1) Ваз К: = п- [1055 п] — 1 со[алапз 
стоззе отб. 

\!е Чепое Бу №5 {Те питЪег оЁ ипсгоззе соГататз оЁ Ве штабах М»т„(Л), апа Ъу 
Ко - Ме пашЪег о{ сгоззе оф со[алопз оЁ Ве штабах Ми„(Л). ОБмюоия у, К2 = п — №5. 
Ш А < К, еп Аз > К = [05>п] + 1 ав4 еуеп тшоге зо Аз > ГПови — и(п) ава \е 
“Веогеш 15 &ИВПеа. 

Мом 1еГз зау К2 > №1. ТБеп А5 < №1. \е эатапее ш шайлсез Мип(1) ав Мт,и(Л) 
соплиии$ Бу Фе тахиаит з@ес@юоп оЁ хегоз Его 112 фо 1еЁ зо Таб Пе ипстоззе4 со[атппз 
аге |осадеа Втз%, ап {Веп &Ъе сгоззеа оп% соГатлиз. Э1асе Юг од п ап4 еуев А Бе питЪег 
оЁ еуей сопитиз (сотгезроп4 те {0 еуеп пашЪегз) шабмх Ми„(Л) 18 1 шоге ап Фе 
пишЪег оЁ еуеп соаалз оЁ тафих Ми п(1) ап ш шабах Мт»(Л) Ве пишЪег оЁ сопипиз 
Уф аб 1еаз6 опе хего ш го\мз 1 <1< т = л(п) саппоф Ъе шоге $Вап п — [юба т] + и(п), 
сотратшё таф1сез у зиср ап атгапеетепе оЁ со[Глипиз, ме еб. 


> те р 


'ТБе залле геза сай Бе обфлте ш а Чегет у\’ау. ВесаП $Ъаф ме Вахе 


Мт„(^) № Мтл(1) = с(т‚ п, А). (а) 
Мепсе \& ЮПожмз (Ваф 
Ми и(^) — Мин (1) = с" (т,п,^), (6) 


уТеге с*(т, п, А) 15 соище ошу ш гомз 1 <#< т, №5 = а1 + а2 ап4 ал 13 Ве пашЬег 
о Тозе солтапз шайсез М„(Л) 1 еасВ оЁ \мсЬ &Бете 15 ошу опе 0, апа 8 0 13 ш 
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Ве гом # > 1, апа а 13 &Ве патЪЬег оЁ етрбу ( Вауше; по 7егоз) сопилз оЁ Фе тафих 


Мт,(Л). Неге 1 13 4епофе4 Бу М», „(Л {Ве пашЪег оЁ а] хего ге а]: К оЁ {те соЦиаиз 
оЁ 113 штабах (ша е &Бе 2егоз ш {Ъе Ягз& го\). За тасиие (Ъ ) йош (а), ме се 


1, юг 2]п, т; 


— 1 шо 
ол — [02 п] = | 0, обтегмяве. 


Аззитите аф еась оЁ Ве ат сопипи$ сопбалтз аф ]еаз$ 2 хего тета 4етз (пса &Ве 
2егоз ш &Бе го\ 1 = 1), ап4 сопчегте аф с* (т, п, А) < с(т, п, А) — 1, ава & 13 розз е 
{Раф Ве уаше [1052 п] 13 ап ода пилаЪег юг 21 п, 2|А ме се 


1> ви + 1. 
Таз : 
К фм = а > т — (п). 


ТБеогета 1.4 15 сотр!ефе\у ргоуеа. 
То таке $Ъе ргооЁ оЁ Те %Веогеиз сеагег, сопз1Ает Ве соп]ласафе гетали ег та1сез. 


1.4 Сопуагафе геташ4ег табт1сез 


Пей! оп 1.2 То тайчсез Мти(Л) ап Мт.»(А) ате саЦе4 сопуидае 1} Теу аррет т 
фе @зитфийот о зетоз 1т ощу оте Йте. 


Ш рагиси]аг, ме сап сопзАег засБ соп]лавабе шадт1сез, \сЬ Аег ш &Бе Ча юоп 
ОЁ 2егоз оШу ш Фе Йгз6 Ппе. Еог ехатре, Мш»(Л) ава Ми»(Л) моша Ъе сопуавахе 
тпафл1сез ш Фе Вгз$ гоу 


л= В+» т =л(п). 
8=2 


Тре плшйЪег о #его е]етепёз оЁ Ве а ош шабх Мт»(Л) Чепофе Бу Мтв(Л). 


Пейш#оп 1.3 Сошттз о} тайчсез сопуидае от Фе ДтзЕ тош ираср оссиру Фе зате 
р{[асез т Ше тайчсез, ше са ет Фиятз. Глязтфийот, о] 2етоз т Ффезе соитптз, ехсер 
ют Ме Дтз1 тош, Фе зате. 


Пей #1оп 1.4 А соштиь аз саЦе4 соттезроп4 тд 0 \е питфег А; { 1е @ететаз о] из 
софитт, а; шете }оттеа 6у айлатд \е дет Фе питфет А; 0 Фе рите питдет Р; апа 
се четза. 


'Треогешт 1.5 Етриу (сотфалтатд по ето) софитл, о} Фе тайги соттезротаз 10 а соитт, 
ор 1е афолтр тайлт, иряср, сотфалтз оту оте 2ето, ап 113 зето 15 т фе Ите 1 = 1, апа 
се четза. 


Тре ргоо} 13 оБу!01з. 


'Теогет 1.6 Тре питдег о} сопуидае сошитптз (оту ют Фе Дтз тош) о} тайтсез, еась 
ор иисй, сопфайтз а [еа35+ опе зето т пез 1 > 1, ате едиа №ю еасй, отет. 


Ргооё. [ Ще шафих сопбализ аф |еа% опе 7его ш &Ве го\ 1 > 1, ап ш Ще сою 7, {Ъеп 
$Ъе соплисабе тафтх 18 а]зо ш 41$ а гом апа ш %Ъе залае со[ллап сопбашз Те заше #ето. 
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1. Озше геташАег табт1сез 


То Шазтафе Фе аауащаре оЁ Те гез1Ама] тпайфт1х шео4, Втз& сопз1Аег Ветаюа’; розб- 
1афе, 1.е. её из ргоуе Ве шесаа%у (1.3). 

Сопз@ег &Ве шайсез Мтп(1), Мшп(Т) ава Мть»(Л), Мт.»(А), ус аге шт раз 
аге сопаеафеЯ оп фе Вгзё Ппе. АссогАше $0 с1амзе 1.2, ме сай Чезютафе 





с (т, п, А) = Мтю(Л) —- Мши(1. (1.7) 


Теёел=п+1п> 5. 

Гер’з сотрозе $Ве сотЬше тшафисез, Ве сопиипз оЁ мас аге тесралуса] допите: о 
та сопиоиз оЁ ао тайтсез. ТБиз, ме деф пе тай1сез, ме Чепойе {Вет М» в(Л, А) 
ап М» п(1, 1) ш ассогаапсе \7ёЪ рагартарВ 2, \хВеге т” = 2т, 1 <#< 2т. 

ТБе г@аотзЬ1р Беб\мееп $Ъе пизЪег о хегоз оЁ $Везе тафл1сез 15 аз Поз: 


в (АЛ) + Мтв(А) — Мт- (Л, Л), 
Мотя 


М», 
Мтл(1) + Мтп(Т) =М (1,1). (1.8) 
7) 


Ассог4ше фо (1.4) апа (1 





2с* (т, п, А) = Мп» (Л, А) = Мт-и (1), (1.9) 


уБете с*(т, п, Л) 18 са1сшабе ошу Юг Те Ппез # > 1, #2 т + 1, апа аз Юг го\з # = 1, 
1 = т-+ 1, Те сотЫше4 шайлсез софа &Бе зате патаЪег оё (п) хегоз апа ш Ве ЧШегейсе 
(1.9) 4езгоу еасЬ обЪег. 

Геё е зушБо] М», „(^) епобе $Ве пашЪег оЁ аЦ #егоз оЁ К сопиаиз оЁ $Бе глуеп 
тафбих. 


'Треогет 1.7 Рог али пафига| питдет п, = [юз А], 


[ов п] + а в 


п(2п) — п(п) > > 


ишйете [1055 п] 4епофез Те ищедет рат о} 1055 п. 


Ргоо#. Зиррозе Л = п- 1, 2 1; Фе пашЪег оЁ Возе сопитиз оЁ {Ве шах Мтп(Л), еасВ 
оЁ мер ш го\мз $ > 1 сопбалв аф |еаз% опе хего. [№ 13 с1еаг $Ваф Ко 1 едаа фо ап4 бе 
питБег оЁ Ве зале сопиилз оЁ Фе шах Мтш„(Л) (зее Че оп 1.4). 

ЗпиПату, Фе пллибег оЁ Ве зате содиииз Юг шайсез Мт»(1) ава Мтьи(Т) 18 


епофе4 Бу К1. ТБеп, аз а сопзедаепсе оё (1.9), \уе сап \утце 
М». „(^, А) — Мы. „(ЬТ) = 2с(т,п, Л) + [ово п] +1 -1-0, (1.10) 


утеге ол 18 фе пашЪег оЁ Возе со[лииз оЁ Ве шабмх Мт»(Л), еасЬ сошайиае оШу опе 
2его, апа $515 его ш &е ше 1 = 1, а2 1$ Фе пашЬег оЁ етрфу опез соГалалз оЁ Ве зате 
шафбих. Эшсе атопе Ве питЬетз п-- 1, п-2,..., 2п ете 13 песеззатПу ошу опе патЪЬег 
о Те югш 2", \Тете и - ап ищерег, ФфегеЮте ол = 1. \е Вахе 


0 < а2 =л(2п) —л(п), 


эшсе Ё Ве содшип оЁ Ве шайлх Мт,п(Л) 13 ешрёу мВ гезрес& $0 эта # > 1, Веп 1 1е 
соттезроп4 те плизЪег 15 ргише. ш Ве шабфих М», »(1) Ъеге 1$ ошу опе етрёу содшип (13 
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сотгезропат? плитег 1$ опе) апа [1055 п] со[атииз, еасВ оЁ мЪасЬ сошбашз оШу опе иего 
апа 601$ его ш &е Пе 1 = 1, Вет соттезроп4те пашЪетз аге аз ЮПо\з: 2,4,8,..., 27, 
утете 2" < п. 

Оп Те о ег рапа, ®Ъе едиаШу (1.10) сап Ъе уе аз 


Ме. „(^, Л) — Мы. (1, Т) = 2с(ть п, А) + № — №, (1.11) 


эшее М» (А, Л) 15 Те пашЬег оЁа| #егоз оЁ К со[итиз оЁ Ве элуеп шафих. 

Зиррозе А2 > К: (офВегулзе {1е ргооё оЁ {Те $Веогет оЪу1юизу) ап езтафе А2 — Ал. 
ЕасЬ оЁ {Ве таф1сез Ми» (Л, А) ап Ми» в (1, Т) ш Ше Впез # = 1 апа # = +1 ш фова] 
Баз ошу п 2егоз ап4 №1 = п - [055 п] — 1. ТБев 


—— о 


1 
М тя п 


(Л, А) — Ми-в (11) < 2е(тьп, Л) + аз — 04. (1.12) 


М!’ соше {0 {Те зате сопстазюй изте ТЬеотет 1.4, зтсе Фе тайлсез Мти(Л, А) 
ап Ми,п(1, 1) 18 зшаЙаг $00. 
Етош Фе едиабу (1.10) ап $Ъе шедиау (1.12), рлуеп %Ъе рагбу оЁ &Ве пашЪег 


а ие а 


[055 п], № ЮПо\з 


Виф эшсе а2 = л(2п) — (п), же ве 


[055 п] + 1 


п(2п) — п(п) > | ь 


— и(п). 
'ТЬеогеш 1.7 1$ ргоуе4. 


Мое. Озше уат1ои$ шеф о4з оп &1$ 1ззие, \ме Вауе оБбалае4 з6гопе гезиз (зее [4]. 
Ви опг =оа| 13 фо арр]у Фе шайлх шебо4 1еЁоуетз юг ипзо]уеа ргоетз. Веваг те 
{Ве езбппайоп оЁ $\е Ч1Ёетепсе (1.3) оп Боб з1аез, &Веп опг шебВоа 1уез зфтопоег гезаз 
{ап ех1з пс. 


ТБеогет 1.8 Гог апу ицедет х > 0 
2 2 1 
п(х“ + х) — л(т“) > Е 1052 у — и(т). 


РгооЁ. Сопзег йе тайтсез М» „(Л, А) ап Мн» в(1,Т), \Веге 
аа, т =. чм). АТ в. 


биррозе, зпаПау фо ТБеогешт 1.4, $Таф Кл зВо\мз Ве питшЪег со[апиз оЁ %Ве шафих 
Мп» (Л, А), сощалте аб 1еазё $0 хегоз ш Фе Пиез # > 1, #2 т + 1, ава Кз 15 Ве 
паи Ъег {Ве зале сопиилз оЁ Фе шах Ми» п(1, 1). 

\М\!е сап \тце 


Ми. (Л, №) — Ми. „(ЬТ) = 2е(тьп, Л) + [022] +1 -аз- 0, = (1.13) 


\Теге [1052 2] 1 13 Ве пашЪег оЁ {Возе сопиииз оЁ Бе шабх Ми» »(1, Т) еасЬ сощбайиие 
оу опе 7его апА 4018 его ш гом 1 = Т ог ш том 1 = т-+ 1 апа Тезе соГалпз аге 
10% соштой \ИЪ Фе тайлх Митя в (Л, А), 1.е. соттезроп4 $0 пашЬетз Нота Фе пфегуа] 
ый 
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№ №ше Таф аз + ад 13 Фе пишЪег оё $Возе соГалоиз тпафт1сез Мик (Л, А) {Таф аге поф 
сотитпой мб Ве шаблх М„-„(1,1) ав сошала ошу опе хего ап4 13 2его ш &1е Пе 
$ = 1 ог ш 1 е [пе 1 = тж + 1. Ц № еазу $0 уегШу Ваф аз < 1, япсе атопе &Ъе пашЪетз 
12 +1, 22-42, ..., 22 + д ошу опе пашЪег сай Ъе оЁ Ве ют 20, и 13 ап пфевег (НКе 


(/7)? ава (М7)? + У?) ава 
од = п(12 + т) —л(22), 


эшсе ш Фе шабах М»,»(Л) &Ъезе сопилиз ате ешрёу (сотрозце Ве пашЬег М сошаз 
а ргиие асбог < УМ ), ВегеЮге $Везе солиапз$ п1а86 соггезроп4 {$0 ргиае пишфегв. 

Мофе Таф Фе шайблтсез а!зо Бауе обег сопиииз$ сошбалиште опе хего, Баф ФТеу аге 
дезгоуе4 ш фе АШегепсе (1.13), засе &Веу аге сопитоп {$0 Бо тайсез. 

Мое {Ваф Не сопиииз пяшфегеа 2+1, 1-2,..., 12 аге сопитоп юг Бо шафтсез апА 
аге епитафеа т Те А Шегепсе (1.13), ава тасез Ми» «(22 +1, 22 + 1) ава Ми» =(1,Т), 
УТеге т* = 2т, т = п(п) 





эпиПайу $0 Ще ФТеотет 1.7, фаКше шо ассомиф &Ваф юг пцеретз т, атопе Ве пат- 


Бегз 1,2,...,22 &Веге аге 21055 2] палаБегз оЁ $Ве Югш 27 < 12, же обашт с(т, п, А) — 
2 1%} юг 21 х 
ом | и(х) —1, юга — 

=. а 5% ы. 1 

Миа. (Л, А) — М». „(1 Т) < 26" (тп, А) + ее + (2). (1.14) 


ЗиБгасипсо (1.14) Нот (1.13), же её 


1 
ал > [ва 2 —и(т), п= 12. 


Непсе, 
1 
п(т2 +1) — п(х2) > Е 1052 у — и(т). 


ТЫ ргоуез ТБеогем 1.8. 
Мофе &Ваф Ве еда] еп 1ш (1.14) ошу Бо!43 Юг и(5) = (+1) =1. 


СогоПагу 1.2 Атопд апу 2%, сопзесийе плитфетз гот, Фе соЦесйот, ищедетз п-+1, п-Е2, 
.., (п+ 1)? ЗЛеге ате ай 1еазё [11022 п] — (п) ртйтез. 


Ргооф оё &Ве согоПаху 1.2 ЮПо\гз {тглаПу Нот ТБеогетаз 1.4, 1.7 ап4 1.8. 
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СЬарфег 2 


АБоцё езбипабше Ве паитБег оЁ ргиаез ш зресс 
гапеез 


ТЫз агисе 13 4еуофеЧ фо %Бе эба4у оЁ зоше ргоетаз оЁ Чаво оЁ ргите пашЪегз. 
Тре збаау 1$ саге опф Бу {Ве ше о4 оё гез1Ч а] тпафт1сез, м”ЪасЬ уаз аеуеюре4 Бу Ве 
алвог. 
Ме 4епое Бу л(п)) 4Ве пашЪег оЁ ргипез поф ехсеед те &Ве ицезег п. Оп езйтайие 
$Ъе ЧШегеисе 
п(2п) — п(п), (2.1) 


Ц 15 Комп Ва [1] 


п(2п) —п(п) в >21, (2.2) 


3 т 
5 шп’ 
Ргоз$ оБбашеа &Ъе Ъезё (ех1зйи5) 1о\уег Боипа Юг 61е АШегепсе (2.1): 


п(2п) — п(п) > 5л(п). п, > 40. Е 
Ап пррег Боипа Юг фе АШегепсе (2.1) маз обашеа Ъу Гап4ам [2]: 
п(2п) —-п(п) < п(п). (2.4) 


т 41$ агысе, изше Ве шебпоа о гезАпа] тафтсез [3], ме Вахе паргоуе4 Тезе езптафез. 


2.1 Соп]маеабе гетали4ег тафт1сез 


Пей! оп 2.1 То тайчсез Мти(Л) ап Мт.»(А) ате саЦе4 сопуидае 1} Теу аррет т 
фе @зитфийот о} зетоз 1т ощу оте Йте. 


Ш рагиси]аг, ме сай сопз!4ег засЬ соп]лавабе шафт1сез, м”рась ег ш Бе Ча юоп 
ОЁ 2егоз оШу ш Те Йгз6 Ппе. Еог ехатре, Мш»(Л) ава Мш»(Л) мо Ъе сопуазахе 
тпафл1сез ш Фе Втз$ гоу 


л= [| В+» т =л(п). 
8=2 
ТБе пишаЪег о #его е]етлепёз оЁ Ве ао шабх Мив(Л) Аепойе Бу Мтш.в(Л). 


Пейш#оп 2.2 Сошттз о} тайчсез сопуидае от фе ДтзЕ тош иряср оссиру Фе зате 
р{[асез т Фе тайчсез, ше со 1 ет, филтз. Газитфииот ор зетоз 1т фезе соштялтз, ехсере 
ют Ме Дтз1 тои, фе зате. 
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Оеви!1оп 2.3 А сомптт 18 саЦе4 сотгезроп4тд №0 Те питфет А; { 1е @етеплз о} 18 
софитт, а; шете дотте 6у ат \е дет \е пиитфет А; 10 Фе руте питфет Р; ата 
се четза. 


'ТБеогет 2.1 Етри/ (сотфалтатд по зето) софитт, о} Фе тафи соттезротаз №0 а сот, 
ор те афотЕ тафит, ирисй сотфалтз отЙу опе 2ето, ап4 13 зето 18 т Фе [те 1 = 1, апа 
се четза. 


Ргоо 1$ об\у1018. 


'ТБеогет 2.2 Тйе питфег о} сопуидае соитлз (отиу юг Фе рт тош) ор тайтсез, еась, 
о} шрасЬ, сотфойтз аф [еа3{ оте 2ето т Йтез 1 > 1, ате едиа о еасй, офег. 


Ргооё. П {Бе тафх сопбалаз аё 1еа3% опе 2его ш %Ве го\ 1 > 1, апа ш Бе сои 7, Фев 
{Те соплиасабе тафтах 13 а]зо 1ш $118 а го\ апа ш Те залае соГалап сопбашз {Те заште #ето. 


2.2 Озше гетали4ег тафт1сез 


Сопзег $\е табсез Мт»(1), Мшп(Т) ава Мтп(А), Мтп(Л), \ысЬ аге ш райз аге 
соплаеафе оп Ве Втз$ Пе. АссотАше $0 с1алзе 2.2 ме сап Чепове 





с (т, п, А) = Мт»(А) — Ми»(0. (2.5) 


Ге Ъе л=п+11< п = [055 Л|, т=л(п). 

Геб’з сошрозе $Ъе сошЪше шайлсез, $Ъе со[атлиз оЁ мас аге тесБаллса] 0115: оЁ 
а сопипиз оЁ ао 6 тайчсез. ТВиз, \е 2её пему шабтсез, уе Чепоёе Вет М» в(Л, А) 
ап Ми» п(1, 1) ассог@ те $0 Цешт 2.2, уфеге т = 2т, 1 <1< 2т. 

'ТБе г@аотзЬ1р Беб\мееп $Ъе пизшЪег о хегоз оЁ $Везе шафл1сез 15 аз Поз: 





Мт„(^) ыи Мт.» (А) — Мп» п (А, А), 
Мт»(1) + Мт»(®) = Мтп(Ь 1). (2.6) 
ОГ 
2с* (т, п, А) = Мт-(Л, А) = Мт-и (1), (2.7) 


уБете с*(т, п, Л) 18 салсшадбе ошу Юг Фе Ппез # > 1, #7 т + 1, апа аз Юг го\з # = 1, 
1 = т-+1, Ве сотЫше4 шайлсез софа &Бе зате патЪег оё (п) хегоз апа ш Ве ЧШегейсе 
(2.7) Ч4езётоу еасБ обет. 

Геё &Ве зушБо! М», п (^) епофе $Ве пашЪег оЁ аЦ 2егоз оЁ К соли оЁ Ве влуеп 
шабих. [еб’з зау А = п-+ 1, К 15 Ше пашег оЁ Бозе со[илиз оЁ Ве шабых Мт„(Л), 
еасЬ оЁ м1 сопфалаз аб 1еазё опе его ш $Ъе Ппез # > 1. 6 в Феаг Таф Ко 13 едаа фо 
фе пилаЪег о# Ве зале со[аталз оЁ Ве тайлх М»»(Л) (зее ТБеотеш 1.4). 

бпи|ату, фе плипбег оЁ &Ве заше собииз Юг шабсез Мт»(1) ава Мтши(Т) 18 
епофе4 Ъу К1. \ТЪегеаз а сопзедиепсе оё (2.7) уе сап \утце 


— Ао 


АА 
Мп» п 


(^, А) — Миьв(ЬТ) = 2с* (тп, А) + [052 п] + 1- аа - а, (2.8) 


уВете ол 13 фе пашЪег оЁ Фозе со[лиоиз оЁ $Ве шафах Мт»(Л), еасВ оЁ “вс сошалз 
оу опе #его, со 1$ Фе пишег оЁ ешрфу со[итиз о {Те зале тафт1сез. Эшсе атопе Фе 


АЪои езбитайше Бе пашЪег оЁ ргипез 11 сегбалп пфегуа]з 23 





питьЬетз п-- 1, +2, ..., 2п Ц 18 песеззагу ФЪеге 15 ощу опе питЪег оЁ Ве Юг 2", уВеге 
и 15 ап пберег, Вепсе ал = 1. \№е Баме 


0 < а2 =л(2п) —л(п), 


эшсе Ё е содшип оЁ Ве шафах М»,и(Л) 18 ешрёу мВ тезресв $0 зтшбз 2 > 1, {Веп № Ве 
соттезроп4те пилаЪег 15 ргипе. [ш Ве шафих М», п(1) Веге 1$ ошу опе етрёу сои (13 
сотгезропат? плитег 1$ опе) апа [1055 п] со[атииз, еасв оЁ мЪасЬ сопбатз оШу опе тего 
апа 601$ его ш &е Пше 1 = 1, Вет соттезроп4те пашЪетз аге аз ЮПо\з: 2,4,8,..., 27, 
утете 27 < п. 


Оп Те о ег Бапа, Ще едааМу (2.8) сап Бе хтЩеп аз 


Мы, „(^, Л) — МЫ, и (1,1) = 26* (ть п, А) + № — &, (2.9) 


зшсе М: 0% Л) 1; {Ве пашЪег оЁ а хегоз К оЁ %1е соплилиз о $15 тафх (ше те Ве 


регоз 1 &Ве гомз = =т-+1. 


'Треогеют 2.3 Рог апу ищедет 1 < п = [055 А], т=л(п) 


п(2п) — п(п) > и) + [бов "] — 1. 


РгооёЁ. Те едиа у (2.9) зБозуз {Баф Ш &Бе гплаёлсез зе]есё №1 ап К2 соатолз, еп 





М. „(, А) — Ми» и (1,1) < 
< 2с*(т,п, №) + (" р 1 [Ева ) — (= Повьи] 1). (2.10) 


Тыз ЮЦожз Нот \е Ёасё 6Ваф ш Ъе штабах Мн» и(1, Т) Бе со[лилиз соггезроп@ те 60 фе 
питБегз 1 ава [1052 п] Вахе оШу опе хего сасп, апа 1 е шаёх Ми» „(Л, А) &Веге аге 
ехасЙу л(2п) — п(п) + 1 зисЬ со[аталз. ТБе гезё оЁ Ве со[лшолз Бауе аб |еаз6 &\мо 2егоз. 
МабсЬ1те шайлсез Юг &Ве шахипиш затаре г1уез (2.10) Зи тасише (2.10) Во (2.8), ме 
себ 

аз = п(2т) — л(п) > и) + [ов "| — 1. 


ТЫ ргоуез {фе &Щеогет 2.3. 


2.3 Соп]лаеабе геташАег тафт1сез юг фБе зесоп го\ ап 
{Вет аррПсаф1о0п$ 


Пей! Нот 2.4 Тре тайсез Мти(Л), Мш»(Л) ата Мтв(А) ате саЦе4 сопуидае т Фе 
зесот4 те 1} Шеу @ ет т Ше фэфийот, о} 2етоз ощу от Фе зесота те. 


Ког ехатр!е, Ми»(1), Мшип(Т) ава Мт.»(1) * 1 Бе сопуазафе тафсез мВ гезрес& 
$0 зесопа Шпе 


7% 
= 1+2] В, ЖИ). 
1=3 
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Озше аезепай1ютз зпиЦат $0 $Тозе ш Фе сазе оЁ соп]лавабе табллсез ш $Ъе Вт го\м, Юг 
Те сотЬште тафтсез соплавабе ш оп {Те зесопа Пе, ме её 


Мт-в(Л) — Мт-и(Т) = 3с* (т, ть Л), (2.11) 





утеге 





Мт* (А) = Мив(А) + Мил) + Ми). 


Неге п” = Зть, ап4 с*(т, п, А) сасшафе ощу Бу го\з # = 2. 


ТБеогет 2.4 Гог ату пит питфег п 


п(2т) —- л(п) > 


др © 


(п(п) + [053 п] -1), 
ийете Поз п] аепоез 1е ицедег рат о} 105 п. 


Ргооё. [её Л = п + 1 апа К! Бе {№е шишфЪег оЁ &Бозе сои оЁ фе шабмх Миш(1), 
УисВ \6Ь гезрес$ $0 # = 2 то\мз аге поф етарбу. Непсе, 


К =п- [053 п] — 1. 
Геф Ко Бе 3№е пашЪег о Возе со[алиопз оЁ {Ве шабих М»т„(Л), \ысЬ ате по етарфу, ава 


т те]аоп фо аП Ппез ехсерё {Те Втзё сопфайп аб [еаз% опе его. Непсе, 


Вы (то Е за) ОЕ 


ТБев Вош (2.11) № ЮПо\з 





2 


т п 


К 


М, „(Л) — Ми. „(1) = 3с*(т,п, Л) + [овз п] +1 — а. (2.12) 


Егот $Ъе аеблиНой оЁ Фе сотЪше тафсез соплавабе оп $Ъе зесопа го\м, поё Баг 








фо се 
2 м (т * 2 
М» в (А) — М т» (1) < 36" (т, п, Л) +п+1-—т(п) + 32 (п—1) = 


2 
= 3с* (т, п, А) — п(п) + 30 +2. (2.13) 
ЗиБегасипс (2.13) Ном (2.12), же её 


а = т(2п) — п(п) > 


©д[ © 


(п(п) + [оз п] — 1). 


'ТЫз ргоуез ТБеогешт 2.4. 
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Сфарёег 3 


Оп зоше ргипе пашБег ргое!тлз$ 


3.1 ГШбтоаисйоп 


а) ТБе Гебепаге Вуро&Вез1$ уаз ЮютииШафе4 Ъу Е4шиапа Гап4ам аф Пфегпайопа] Мае- 
шайса] Сопотезз ш 1912 ап4 зоипаз ке %1° (|2]): 15 $гие па ют апу пафитй питфет т 
т те ийето рот п? 10 (п + 1)? Вете 18 ай 1еа8Ё опе этые питфет? 

Ассог ше $0 агысе |2], аз оё 2009, {Ве Вуроез1з Герепаге 18 8%! поф ргоуеп. Ви ш 
[2] Бош $Ъе согоПагу о 'ТБеогет 1.8 № асбааПу ЮПозуз $Баф 


п((п + 1)2) — л(п2) > [ювоп] — 1, (3.1) 


уПете л (7) 18 {Ве патЪег оЁ ргипез поф ехсее4 те ап ищебег п, [055 п] %апаз юг ицесег 
ратв. 
ш 15 сБарег, ме ргоуе а эёгопоег збафететй 


п((п-+ 1)2) — л(п2) > л(2п) — л(п) и(®) — 1. (3.2) 


Тре шедиа[бу (3.2) 13 зтопоег ап (3.1) Юг 1агое п. 
Ь ) ТБе езйтаде оЁ Фе пррег БоипА 1$ а1з0 оЁ ифегез$. п \е ргезепф {Ве агисе ргоуез 
$ аф 
п((п + 1)2) — л(п2) < и) + 1. 


с) 6 13 аззите4 $Таф Их, у > 2 аге пабига] питаЪегз, еп 
п(т) + л(у) > л(т + У). (3.3) 


ТЬ1з шедиаПу \аз Кпо\п фо Ще апслетф СЬтезе, аВоч2 № майз чи Из 166 ргоо:. 
6 маз ш@сабе т [2] $Ъаф &Ъе шедиа%у (3.3) фгае Юг х = у. ТЫ агасе зоуез 451$ 
ргоЫет сотр] ева у. 


3.2 Т|еогеплз$ 
ТБеогет 3.1 Рог апу пит питфет х, 
п((2+1)2) — п(22) > [0552] — 1. 


Ргооё. Сошрозе &Ве сотБте теташ4ег шафисез, соГпапиз мБ ате &1е тесратиса] 
а басвтепф оЁё $\7ш со[Глипз соп]ласабе шафт1сез. ТБлаз, ме се пем шафтсез, феш 4епофе 
Мп» (Л, А) ата Мт» ъ(1,Т), чВеге п = 22, т” = п(22), ЛЕЖН1. 
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Ме Бахе (зее [2]) 


Ми. „(,А) — Ми. (ЬТ) = 26 (тт, Х) + [ювз +1- 0 (3.4) 


а=л(т + 1)? — (22), 


уфеге Кл 13 {Ве патЪег оё $Возе со[атпиз оЁ Ве тшаймх Ми» п (1, 1), еасЬ оЁ \ысВ сотбализ 
а& [еазё 2 хегоз ш том 1 11 #т-+1 1 т- 2, апа Ё2 18 Ще пашЪег о %Ъе заме 
сопиилз оЁ Фе шабх Ми-в(Л, Л). №’3 поф Вага $0 еб {Ваф 


М, (А, А) — МН, „(4 Т) < 26*(тьп, А) +2. (3.5) 


№ це {Ваф Ве зушЪо| мА) зБо\уз $Ве патЪег оЁ аП хегоз ш К соципиз, ап4 Ве 


2 аге соплтпоп ап ш \е Ч!егепсе 


со[лиии$ соттезропАте $0 е пашет: 2%-1,25%-2,...,х 
аге е№титафеа. ТегеЮтге, тафсЬ те Фе та1сез Ми» п(1, Т) ава Ми» (Л, А), \мВеге т = 
п(п), п = 22, |еа4з $0 а сотраз1зоп о п1аф11се8 Ми» 2«(1, Т) ава Ми» .2.(22 + 1,22 +1), 
уфеге т” = л(п). 

ЗиБтасЯпс (3.5) Нот (3.4) же реб 


а > [0551] — 1. 
Мое Таё а 15 Не палаЪег оЁ ргипез Бебуееп (2 - 1)? ава 22, уЛисЬ ргоуез ТЬеогет 3.1. 


ТБеогет 3.2 Гог ату пафиты питфег х, 
п((х + 1)2) — л(22) > п(2х) — л(2) + ь(2) — 1. 


Ргооё. Сопэ4ег Фе гетал4ег тайлх мВ Фе гомз Рь ехсшаеа, х < Р, < 2х (ме 
са {18 тах а тезиусве опе). ТВеп ш Ве тезбусвеа тах М» (1), \Веге п = 22, 
т = (12) — л(21) + л(х), етрёу соииз \Возе питБегз сотгезропа +0 Ве питшЪетз Рь, 
А= 25-1. 

Сопз14ег а]зо %Ве ао тефисеЯ тетали4ег тафх Юг Ве зесоп4 гом. Етошт Те 


тези{з оЁ СБарбег 2 же Бауе 





КА 


т» 


КЗ 


М ^) — М». „(1) = 3с* (т, п, А) + п(2п) — п(п) + [053 п] +1-а. (3.6) 


уПете Ал 13 Ме пашег оЁ $Возе со[лилз оЁ фе шах Мтп(Л), еасЬ оЁ св сошаз 
2егоз ш Фе го\з 1 = К, Ще АШегепсе 13 с*(т, п, А) 18 поё соищеа Бу [пез 1 22,12 К. 
ЭпиШау, Ве питЪег оЁ Ве заше собиииз Юг &Ве шабых М»»(Т) 4епое Ъу Ёз. Нете, 


> ате соштоп ап ате 


$00, фе со[апиз соттезропАте фо е пашрегз 25 -+ 1,2% +2,...,х 
ейштайе4 1ш &Бе Ч Шегепсе. Эшсе {Ъе ]еЁ э14е (3.6) 13 Ч1етепсе, &Веп зы тадт1сез 
4оез по аНесв Ве пишБег оЁ ргпиез Бебуеей 2? апа (1 + 1)?), уВепсе (3.6) ЮПожз. 


Г 15 Кпоуи Вот Те Ъеогу оЁ тез иа] тпафллсез Ваф 








МА Л) са М». (1, 1) С 3с* (т, п, А) — (п) +2-+ [023 п], (3.7) 
\Пете п = 22, т = п(22) — (21) + л(1). ЗаЫтасиие (3.7) бот (3.6), уе её 


а > п(2т) —п(т) + и(т) — 1. 





Ви этсе а = л((5 + 1)2) — п(22), Вепсе 
п((х + 1)2) — л(22) > п(2х) — л(=) + ь(*) — 1. 


'ТБеогеш 3.2 13 ргоуеа. 
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ТБеогет 3.3 Рог апу пит питфет х, 
п((х + 1)2) — л(22) < пе) +1. 
Ргооё. Сопз4ег Ве шафт1сез соп]лавабе ш Ве Ягз6 го\у гезАчез Юг \ысЬ и 13 Кпо\и фаф 
Ми (АА) = Ми (ЕТ = 26 (тп, А), 
\Веге п = 22, т” = (22), Л = (5+ 1). Егот Беге # 15 поё аси +0 ве 
м — мы. (1) = 2с* (т, п, А) +1—а, (3.8) 


уБете 45 13 №е пашЪег оЁ $Возе сопли оЁ Фе шабых Мт„(Л), еасЬ оЁ хер сошалз 
2егоз ш Ве [пез 1 <#< т*, 41 - Фе пашЪег оЁ Ве заше сопитиз юг Ве шаблх М»т„в(Т). 
бо 41 = 22, 45 = (5 + 1)? апа а = л((х + 1)?) — л(22). Тыз парНез Ве теачаШу 


м*. „(^, Л) - М®, „(ЬТ) > 2 т, ,^) - ыт(2). (8.5) 


т ,® 


ЗиБгасипсо (3.9) Ном (3.8), же её 
а=л((х + 1)2) — л(22) < | + 1. 
'ТЬеогеш 3.3 13 ргоуеа. 
ТБеогет 3.4 Шт, у > 2 ате пайиа[ пиитфетз, Фет 
п(т) + л(у) > л(т + У). (3.10) 


Ргооё. У Той 1033 о# вепегаП%у, \ме сап аззие Та$ у > т, з0 аз Юг х = у Ще Феогет 
\аз ргоуеа ш |2]. Сопзаег тафт1сез оЁ тез14иа]3 сопуарафе ш {Ве Йгз& том’ Юг \сЬ 1 13 
Кпо\ми аб 


МА, А) г В 1) = 2с* (ть, п, А). 
Зиррозе ® = 9, А=х-+1, т=л(у). Тфеп 
Му? (А, А) — Миа. (1, Т) = 2с*(тьп, А) + [ово #] +1-а, (3.11) 


уТеге Кл, Ко 15 Пе пашЪег оЁ $Возе со[атпз $Ваф Вауе 2егоз ш Ппез & 1 Ежт + 1. 
Эшсе фВезе таблтсез Вахе а сопииоп со[атптз, ай %Бе хегоз оЁ $Везе сотой со[атиз 
аге ейиишафе \змВеп заБтасе, апа Ве соплиииз соттезропате фо &1е пашЪетз у — х 
О1зарреат, $ВегеЮте, а = п(х + у) — (у) 

ее Е 2 3 

Ми? (А, №) — Мы (1) > 26* (т, п, ^) + 5 [06 2] — п(а). (3.12) 


ЗиБгасипсо (3.12) Нот (3.11), же её 


а = л(х + у) — п(у) < л(2) - Е 1055 2 +1. 


Непсе, 
1 
пая > леч + | 5®вьз 1. 


ТБеогеш 3.4 1$ ргоуе4. 


28 Е. МКгбишуап-Мафтх шабВеша сз 





ВеГегепсез 


[1] Лаолоз Риц, “Гап4ал’з ргоетз оп ргипез”, 7. ТВеог, №отЬгез, Вог4еамх, уо]. 21, 
по. 2, рр. 357-404, 2009. 


[2] МКгииоуар Е. Г. “Ор зоше Ргоешз оЁ П1заБайопв оЁ Ртиае №иаЪегз/” Сварёег 2 
оЁ $3 соПесйоп. 

[3] РгаКБаг К. ОазбаБийоп оЁ ргипез М.: Мамка, 1967. 

4] СЪапга М. Е. Ртиае пишЪегз ш зреса] ицегуа]з ап а@4Илуе ргоетаз \1 В зисВ 
пиаБегз // МабБетайса] Хобез. 2003.ТГ. 73, № 35. 423-436. 


Срарфег 4 


Оп рыше ап4 соргппе пишБег$ ш зрес1а зрасез, 1 


Тре агие шуезиеафез зедиепсез оЁ пафага] пияшаЪегз сошфайиие патафегз &Баф аге соргипе 
{о а] пишЪегз 1езз {Бай а ©1уеп пишЪег, Череп те оп %Ве 1еп26Ь оЁ Ще зедаепсе. "Те 
збаАу 13 саге опф Бу Бе шео4 о тезама] тпафтсез. 


4.1 Гтоачсйоп 


Ме 4епое Бу л(п) {Ве пишфег оЁ ргипез поё ехсее4те %Ъе ицерег п. ТШз ата<е ргоуез 
шеацабу 
п(п) < л(3п) — п(п) < л(п) + [055 п] +1, (4.1) 


ап Ще Теогешт Ваф атопе апу сопзесайуе би, пафага] пашЪетз, Вете 1$ аф 1еаз6 опе 
пиштЬег $1 а$ 13 соргиае эл аП питЪегз 1е5з $Паи ог едаа $0 9%. 

Тыз ацезоп и\цегез$е ттапу шабфешайс1ат$ ап4 ]эабег Бесаше ргоетайс. ТБе 
11086 пбегезите \уогКз оп 18 фюр1с ш Вапкш. №ое Фа ВарКш а1зо №а1еа [1] $0 зоуе 
$515 ргоШен [2], [3], Бесамзе ми Ве Бер оЁ ех1з п шафветаЯсз 1 1$ пирозз Ые фо зоуе 
10% ошу даезЯопз оЁ реше пашегз, Баф а]зо шфег-ргиие пишЪег$ ш сепега]. 


4.2 Соп]асаде гетали4ег тафт1сез 


Пей! оп 4.1 То тайчсез Мти(Л) апа Мт.»(А) ате саЦе4 сопуидае 1} Теу арет т 
фе @зитфийот о} зетоз 1т оу оте те. 


Ш рагисцаг, \е сап сопз1Аег засЬ сопасайе тпайт1сез, мас @1ег ш Фе Чиа оп оЁ 
2егоз оШу ш фе Вгзё Ппе. 


Треогешт 4.1 Тре тетат4ег тайсез Мти(Л) ата Мти(Л) и Фе сопуидае тайчсез 
т Фе Птзф тош, 


д Пе +А т=л(п). (4.2) 
4—2 


РгооЁ. № ЮШо\з Еош &Бе Чей оп оЁ $Ъе гешашпаег табмх Баф ш 1— {Ъаф гом, Ще 
е]етпет{з ате гереафей м а ретоа оЁ Р;. Непсе & ЮПо\мз &Ваф 1— 1 гомз оЁ шафтсез 
Мт»(Л) ава Мш»(Л) сотсае Ё ап ошу И Ве ЧЁегепсе Л— Аза шир оё Р;. Непсе 
та&т1сез Мии(Л) ава М»»(А) сотеае Ё апа ошу Ё %\е аШегенсе А — Л 1з а шире 
оЁ Ве ргоаисв оЁ ргитез |], Р;. Эшсе 4Ве патаЪег | [/*. Р; 13 амауз о44, Ъе плапегз 
Л апа Л Бауе а№егеп& рагКу. Непсе, юг пашЪегз Л апа Л соппесбеа Бу {1е ге]айоп (4.2) 
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аП го\уз (ехсерё юг Ве Йтз6) о{ Ве шайсез М» „(Л) айа Мт»(Л) аге \е зале, 1.е. Веу 
аге рате4 оп Ве Нгз6 Ппе. ТЪе $Веогет 1$ ргоуе4. 
Еог ехашр/е, Юг Л = 1, п = 8, т=л(8) = 4, Ве шабих Мдз(1) Ваз Ве Югш 








а: 
р ЕО бе 
ман = | 3 Е 
5 12340123 
рр розы 0.4 


Еог Л = 1 же Вахе А =3.5.7-+1 = 106. Те сопразайе тайлх М4 з(106) Ваз {Ве югт 


Р\^; 106 107 108 109 110 111 112 113 


2 0: 1, 20 фа 
Маз (106) = | 3 № де 20 р -. 0: м № 
5 0 в а а а. 

| 7 р и к 19 35. 0 г 


Аз уоц сап зее, аЦ го\уз (ехсерё {Ъе Ягз&) оЁ $Ве шафйлсез Л/4 (1) ава Мл (106) аге Ве 
зале. 
Тре пашЪег оЁ хего е]етлепфз оЁ Ве ао тах Мшв(Л) Аепофе Бу Мшв(Л). 


Оеви!1оп 4.2 А сомтт 18 саЦе4 сотгезроп4тд №0 Те питфет А; { Ше @етеплз о} 18 
софитт, а; шете }отте 6у ата \е дет \е пиитдет А; 10 Те руите питфег Р; ата 
се четза. 


'ТБеогешт 4.2 Етри) (сотфаитд по дето) софитт о} Фе теталтает тиойтах соттезротав 
0 Те питфет Лу, шяср 18 сортате шИЙ, тезресё фо аЙ пиптфетз < п, ат соттезрота8 ю 
фе соитт оГ Фе афот тайтл, ирасй, сотфалтз оу опе зето, ап 18 2ето 18 т Фе тош 
1 = 1, апа часе четза. 


Ргоо} 13 оБу1юиз, зее ехашр!е. ш оиг ехашр!е шафлх Л№М4,8(106) {Ъе зесопа, ЮючЕёВ ава 
ее сопиипз соттезрой4 $0 ргиие питфегз 107, 109, 113. [пт &$Ъе ехаларе оЁ $Ве тах 
Мадз(1) Ъе зесопа, Юг ап4 фе е15 6 сопипи сошбализ ошу опе #его, ап4 {515 2его 18 
шт Ще гом 2 = 1. 


'ТБеогет 4.3 Тйе питдет о} сопуидае соитлз (отиу юг Фе рт тош) ор тайтсез, еась, 
о} шрасЬ, сотфолтз аф [еа31 оте 2ето т Йтез 1 > 1, ате едиа о еасй, офег. 


Ргоо. П 1е тах сопбайиз аб 1еаз$ опе хего ш &Пе го\ # > 1, ап4 ш %Ъе сопли 7, еп 
{Те сопласабе тафтах 13 а]зо 1ш $118 а го\ апа ш Те залае соГалап сопбашз {Те заште #ето. 


4.3 Везача] тафт1сез улёВ з6ер 2 


Рей 101 4.3 А теталтает тай и чер № 15 а тайма и АХ; = ^+ (1-11. 


\е аепое 1 Бу №„„(НА). 

Веюз\ ме \Ш сопз1ег {Ве геташ4ег тайлсез №„(2|Л) ут эер 2. ТЬеу сопбаш 
т = п(п) го\з ап4 п со[оиз. Могеоуег, $Ве е]етепф аз; оЁ Фе шафих Ми (2|Л) 13 Ве 
геташтаег оЁ {Ве @у151юп оЁ Ве пашЬег Л; = л+ 21 — 25у Р, Р; 15 Вей В рише. И %Ве 


Оп риитез ап соргипе пашБетз 1 зресла] ифегуа/з, 1 31 





пишег Л 13 еуеп, {Веп {Ве гешашаег шафих М№„„(2|Л) 15 саЦе4 еуей. Мое {\а%, аз Юг 
{Ве изиа] шафтх оЁ ге ма] Ми(А), Юг ап еуеп шайлх оЁ гез1 па] Ми (2|^) Ве Вт5% 
сопиип сотгезроп4з $0 &Ве пиег Л! = А. Гог ехашре, юг п = 8, т = л(8) =4, л=2 
{Ве шабых М№„п(2|^) Ваз &Ве Югт 








Р\Л; 2468 10 12 14 16 
2 00000 0 0 0 
№8(2|2) =| 3 210210211, 
5. ооо т 
| о 





ап Юг п = 8, т = (8) = 4, А = 0 Ше шаиах Мт(2|Л) Ваз Фе Юга 





Р\ 02468 10 12 14 
2779.00 20.90-20.20 
№ (210) = | 3 о2102то0 2. 
бе ЗО 99:4 
| па 


АП ргорегез апа поба1оп о Те гезАиа] тпафт1сез сап Бе ехфеп4е4 ап шо еуеп шайт1сез 
ОЁ тез1Чиа]з, ошу 1 18 песеззагу $0 фаКе фо ассомпё Таф Ве Вт го\м (Ри: = 2) сошфалтз 
оШу 7егоз. Непсе, 


М тп (2]0) — №т®(2|2) = п(п) — и(2п), т=л(п), (4.3) 


\Веге №„.»(2|Л) 15 Ве паиег оЁ хего @етеиёз (2егоз) оЁ {Ве табх № ии(2|Л), и(2п) - 
$Ъе пашет о# а15 с ргипе А1\1зотз оЁ Ве патЪег 2%. 
М’е 4епое 


@(т, п, Л) = Мть(2|^) — Мтв(212). (4.4) 


Мое Шаё С (т, п, А) Черепа ощу оп эт # > 1, во Во\ Ве Йт86 го\уз оЁ 6Тезе плайт1сез 
сопфалш фе зале атпоциф о (п) хегоз ап ш Ве Ч егепсе (4.4) %Щеу аге ейотафе4. Непсе, 


09<С(т, п, Л) < л(п) — 1. 


Пей во 4.4 Тре тетатаег тай №„„п(2|^) ший чер 2 13 саЙе4 еъеп \} Ме питфег 
А (ап4 Шегерте аЙ питфетз ^; = А+ 21) ате ечеп. 


Пей ов 4.5 Тре тетатает таб №„п(21 АЛ) ши чер 2 15 саПеа оа4 1} Фе питфет 
А (ап4 Шетерте аЙ питфетз Х; = А+ 21) ате ода 





Мофе 4Паф Ще о44 гезаче тафлх 4Ве Вт со[алап 18 А1 = А, апа Ве Вгз$ го\м 18 и 
опез. 


Еог ехашр/е, Юг п = 8, т = л(8) = 4, А=1 Ве шмах Мип(2 11) Ваз Ъе Югт 








РС чо 
О к о В 
М = |3: ооо Е 
5 13024130 
и. В лО 6 
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4.4 Арр|уше гезАча]| тафбт1сез мВ зер 2 
Треогешт 4.4 Рог апу имедет п > 0 
п(п) < л(3п) —л(п) < п(п) + [055т] + 1. (4.5) 


Ргооё. Сопяаег 1е оа4 пишЪег Л аззослафей м1 п Бу Фе г@а оп 


Е 
^— п-т, ип 15 еуев, (4.6) 
п, Ки 15 о44. 
Мобе {Баф {Те пишет А; оРап еуеп шабих №и»(2|2) сотз186 оЁ папЬегз 2,4,6,...,2п, 


ап Юг ап о@4 шабах М»(2 1 А) сопз186 оЁ п оаа патаБегз збатйо? аё Л. Сопзаег ап 
еуеп пишБег 


л=[] В+» (4.7) 
1—9 


у\Пеге т = (п). И (4.7) 1з зайзВеа, $Веп ап еуей шаблх №„в(2|^), м Ъе сопуасаве $0 


ап оа4 таймх Ми» (21 А). \е Вауе (зее (4.4)) 





(т, п, ^) = МОЛ) — Ми» (212). 


Геб’з саЙ ап епарбу сопити, сощфайиие по 7егоз ш &Бе за 2$ 4 > 1. её К Бе {№е питБег 
оЁ $Возе сопиииз оЁ ап еуеп тах № в (2|^), еасЬ оЁ с т Ве Впез # > 1 сошашз а 
1еа86 опе 2его, ап4 а 15 Ве пилаЪег оЁ ешрфу со[алапз оЁ ап оа4 шафах № »(21 Л). №% 
Ч си пойсе {Ваф © = п -— К, апа 





№, (2) — №т.,(2]2) = @(т,п, А) — а, (4.8) 


\Бете №, (21) 13 фе шитБег оЁ аЙ 2егоз (шста@ ие Бе хегоз оЁ Фе Вт го\) оЁ К 
сопиилз еуей шайлх № ив (2|А). 

Эшсе Ве ештрёу сот сотгезропаз фо Ве пашЪег А;, ис 1$ соргипе у гезресв 
{о а] пиштегз < п, еп ме Баме 


а = п(3п) — (п). (4.9) 


'ТБеге аге ешрёу совииз ш Ве шафих №„»(2|2), Ве пашарег 13 [1055 п] + 1. ш а441йов, 
{Ве шабх №„»(2|2) Ваз шоге со[атапз сошайиие ош]у опе его ш го\уз # > 1 ап &Ъе 
тах № п(2|^). ТЬегеге, факте 1160 ассоми® (4.9), уе се 


С (т, п, Л) — п(п) — [ют -1< 





№, в(2[^) — М», (212) < @(т,п, Л) — л(п). (4.10) 
Етот (4.10) ава (4.8) ме 2е 
п(п) < л(3п) —л(п) < п(п) + [055т] + 1. 
'ТБеогеш 4.4 13 ргоуеа. 


ТБеогет 4.5 Гог ату ицедег х > 0 атопд ату сопзесинуе + 6х пафита плитфетз Фете 
15 аф [еа5% опе питфдет Ваз 13 тифиаЙу рите и, а питфет$ < т. 


Оп ргитез ап соргипе пашБетгз ш зресла] ифегуа/з, [ 33 





Ргоо{. Зиррозе г1уеп 31 сопзесайуе пафиага| пишфегз еуей питЪетз. [е6’з сотпрозе Ве 
шабх М№„»(2|Л), мВеге Л > 6х 13 ап атЬитагу еуеп пашфег, т = ^(5), п = 3х. [ебз 
сошрозе а шабх М№„»(2|2) сопя1з ие оЁ пашетз 2,4,6,...,65. [её из сотараге езе 
тайл1сез Бу %Ъе пашЪег оЁ 7егоз сопфалтеа, 1.е. сопз1Аег пе ЮПомше т@аопз 


Мт,в(2|А) = Мтп (212) == С(т, п, А), (4.11) 


ОГ 
№, (21) — Ми» (212) = @(т,п, А) — а, (4.12) 


уете А 13 Ве пишЪег о {Бозе со[лилиз оЁ Ве шабых М№Ми(2|Л), еасВ оЁ \ысЬ сопбалз аф 
1еаз$ опе 2его ш {Ве [пез # > 1 (Ве Вгз& Ппе 4оез поф арреаг аз № ошу сопз1363 оЁ 2егоз), 
а 13 Ме пашЪег о Возе со[липз оЁ Фе шах №„п(2|^), еасВ сощфайиие ошу опе 2его 
апа 41$ 7его ш $Ве Ппе 1 = 1. 
Мое {Ваф №», (21) 13 Ме пишЪег оЁ а #егоз (шстаЯ 12 $Ъе 2егоз оЁ $1е Вт го\) 
К сопииз оЁ &Бе шабих №„п(2|^). Еуеп Ш 4Ъе пашЬег х сощашз ошу а зпаре 411з0г 
3 (\е 4оп*% фаЩ\ афойф 2 апутоге, э1шсе Л 15 еуеп пишЬег), еп аП %Ъе зале &Ве з6тше 
1 =2, Р› = 3 906$ поф аЙес® $1е ЧШегепсе хегоз ш шатсез, 1.е. 4оез поё аЙесв (т, т, Л). 
Весамзе 
О0<СЧ(т, в, ^) < п(т)-Ъ (4.13) 


{Беп \е хе 
№, (21) — Мп (2]2) < С (т, п, ^) — 1. (4.14) 


Етот (4.12) апа (4.14) уе сеё а > 1. Ви оп аебти оп а 18 Те пилаЪег оЁ патаЪегз збаг пе 
УВ А, еась оЁ В 18 поф сопбаз 10$ а зе о4Я ргипе #асфог < т. ТегеЮге, атопе 
апу сопзесайуе 3х еуеп пашЪетз ете 13 аф |еазф опе питшЪег $Ваф 4оез поф сошфеи апу 
рише оаа 4\зог < т. 

1 Те ]1апеааре оЁ сопласафе тайт1сез, $15 шеаиз Ваф аштопе апу сопзесийуе 3х 
пабатга| о44 пиЪетз, ФЪеге 13 аф 1еа3$ опе а патЪег $Ваф 13 соргипе $0 а] пашЪетз < 5. 
Виё 31 о44 пишЪегз ате а4}асепф фо 3х еуеп пашЪетз. Непсе, атойе апу сопзесиуе 6х 
пабатга|! паппбегз, $Ъеге 15 аф |еа5$ опе пишЪег аб 13 соргипе $0 а] пишрегз < х. ТЫз 
ргоуез ТВеотеш 4.5. 

Мофе. Аз и(т) шсгеазез, $Ве шедиа у (4.14) Ъесотаез э&гопеег, ап4 Бепсе \е ЮПо\- 
ше $Веотет 15 эбтепоепе4. ТЪеогешщ 4.5. 
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Срарфег 5 


Оп рыше ап4 соргипе пашБег$ ш зрес1а| зрасез, П 


Те агис‹е ехашиушез зедиепсез оЁ пабага] пашЪегз, сошбалише питфегз соргите фо аП 
питегз [езз $Вап а о1уеп пишЪег Череп те оп %Бе ]епоёЪ оёЁ Ще зеапепсе. Ву изше оЁ 
Ве тез1Чиа] тафт1сез, ап ез@тлафе 13 обаште4 юг Ве иррег БоипА оЁ &Ве РапсНоп р”(5). 


5.1 Пито4исйов 
1 агисе [1] &Ъе Вшсвоп р*(х) 13 4евпеа аз Позу: 
ре) = шах Ме, у), 
у 


уреге №(5, у) 1; {Ве питег о пафига] пипБегз ш Фе пцегуа] (у, ух), \ТысЬ ате соргиие 
$0 а] питЪегз 1езз {Вам ог едиа] $0 х. ш [1], Ве шедаа у \уаз оаше 


р"(+) — (2) > (082 — “окт 


уПеге л(х) Чепобез $Ве патЪег о{ ргипез поё ехсее@ те ицерег х. Тыз шедаа у парПез 


Пт (р*(5) — п(т)) = +. 

т-—>?с< 
Мофе &Баф [1] 1: {Ве Безф зба4у оЁ &Ве №шпсйоп р”(5). Ножеуег, феге гетлаллз Ве рго ет 
оЁ езбпайше; Фе апсНов р*(х) Кош аоуе. 'ТБе езбитайе ргорозе4 Ъу Е. Гап4ам [2] 


р"(=) < 2т(2) 


15 гоп. Юг у >> т. Ш 8 агяе, азше {Ве ФЪеогу оЁ Пе гезАпа] тпафтсез, ап езппабе 
13 Обашей Юг &Ъе иррег Боипа оЁ Ве Капс@оп р*(х), пате]у 


р*(%) < л(п) - 3([052 п] +1), уЪегеп = 12%, у = Их > 2. 


Ге’; отуе а, тоге ассезя]е Аебтийоп: ритсйот р*(х) звошз Фе тахатит, пиитдег о} пай 
ит питфетз гот, сопзесийое питбетз А, А-+Т,.... А+х-у, еасй ор шисй сортте и 
@1 ритез [ез3 ап, от едиа 0 х. 

$ 13 (еаг фа у >> т, з0 уой асбааПу пее4 фо Впа &Ъе 4ерепаепсу у = }(5). 
ОЕ сопгзе, оп а пишрег [ше пфегуа]8 соттезроп ше $0 &Ве Чей оп оЁ р*(х), Тете аге 
сопи@езз, аз сопуарафе тафл1сез гез1Амез оп Ве Вт Ппе аф Л = 2°, е > 1 Баз сочи езз [3]. 
'ТрегеЮте, $Ве ргоеш оЁ п ше \1е псйоп р”(т) а1з0 сопбализ Фе ргоет оЁ Вт ше 
$Ъе зтаПез% пабига] питаЬег Л, гот \В1сй засЬ ап фегуа] Бее1из. 


35 


36 Е. МКгбишуап-Мафтх шабВеша сз 





5.2 ВезАча] тафт1сез 
Сопя@4ег Ве ЮПо\ште тшафлмх, мсВ ме са] $Ъе гетала4ег глафх [3]: 


ил `` @1м 


) 


От, ‘``’  @тл 


уТеге ах,; 15 Те теташаег оЁ $Ве 41\1я10п оЁ Ве пмфег А; = л+ 1 — 1Ъу Рь, Р; 1 ей 
6 ргше, Л > 013 ап ицерег пашет, п > 2 - пабага] патЪег, т = п(п) - ато ргипез 
10% ехсее те п, 1 < 1 < п, 1<1<т. 





ТБе ЮПо\жлие Веогетаз Бо]а. 
ТБеогет 5.1 Рог ату пит питфег п 
Мтъ(0) — Мть(Т) = п(п) — и(п), 


ийете М тп(Л) 18 Те питфдег о} ето аететдз (зетоз) тайчсез Мт.и(А), и(п) 18 Ве пит- 
рег о} а фретет руте 4илзотз оп. 


Ргооё. Маблх шабсЬ ше Мт»(0) ав Ми»(1) звожз аф Ъе 7 -&В сопипиа оЁ Ве шафих 
Мт,п(0) збатаие Вот Ве зесопа соли, сошсез м {Те 7 — 1 66 сопипи оЁ Ве шафих 
Мт,п(1). Могеоуег, ш Фе шафмх М»(0) е Вгз6 содиип Ф@Нетв ола аП со[атапз оЁ 
{Ве шаблх Мт»(Т), ава Ве 1аз6 соци М»„(1) а егз Ёота аП сопли оЁ Фе шафих 
Мт,п,(0). 

ТБе Ягз& соципи оЁ Фе шафлх М»„»(0) сопбалаз л(п) 2егоз, ап4 Ве 1аз6 сопиии о 
{Ве шах Ми»(1) сошалз и(п) хегоз, Бепсе, 


Мт.п(0) = Мть(1) = л(п) — и(п). 
Треогешт 5.2 Рог апу имедет А > 0 
Мт»(0, 4) > Мтл(^, 2) > Мть(Ь 9, 
ийете Мть(Л, 1) 18 те питфег о} 2етоз ор 1е 1 В тош о} Фе тан Мтп (Л). 
Ргооё. [Ц 13 вазу фо зее Вай 
Мтп(Л, 1) = Мтп(0,1), И Л-+а: = 0(тоа Р;) 1атфаа + п — 6; = 0(тоа Р.), 


РЕ 1 
0<а; < — и == о 








Мт»(^, 1) = Мт»(19, Е Л-а, = 0(тоа Р;) 1атбаа + п — в; = 0(тоа Р;), 


Р.—1 Р.—1 
в. 
И 





@ > 
ТБегеге, $Ъе {Ъеогешт 1$ ргоуеа. 


СогоПагу 5.1 
Мп, (1) < Мти(^) < Мт„(0). 


) 
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РгооЁ ЮПо\з Ёош Пе едиаЙ ев: 


У `Мил(1, 1) = Ма УМ, (А, $) = Мт„(^), 
й 1=1 


МО Ме 


) 


м: 


ЕЕ 


Лепойп; 
с(т, т, А) = Мтп(Л) = Мтп(1), 


уе Баме 


Мтю(0) — Мт»(Л) = п(п) — с(тьп, А) — и(п), (5.1) 


0 < с(т, п, ^) < л(п) — к(п). 


5.3 Сошиаеабе гетали4Аег тафт1сез 


Пей! оп 5.1 Тшо тайчсез Мти(Л) ап4 Мт.»(А) ате саЦе4 сопуидае 1} Теу аррет т 
фе @зитфийот о} зетоз 1т оу оте йте. 


Ш рагиси]аг, ме сай сопз!4ег засЬ соп]лавабе шафт1сез, \”рась @1ег ш Бе Ча юоп 
ОЁ 2егоз оШу ш Те Йгз6 Ппе. Еог ехашре, Мш»(Л) ава Ми»(Л) мо Ъе сопуазахе 


ппафт1сез ш $Ъе Вгз$ гом Ш 
7% 


л=| В+» т=л(м). (5.2) 
р. 





Еог ехашр/е, Юг А = 1, п = 8, т =л(8) = 4 фе шабах М4(1) Баз Фе Юга 
] 
0 


2 
3 
1 





ВАА; 


чаи м — 
ны о 
> -ь-оыь 
ьюною 
ло ьлыням 
ох ноо ® 


и 
1 
1 
2 
0 


фонт 


| 
Маз(1) = | 


Еог А = 1 же Вахе А =3.5.7+ 1 = 106. ТВе сопразайфе тафлх Мл. з(106) Ваз {Ве югт 


Р\Л; 106 107 108 109 110 11 112 13 


2 ао еж отл 
Ма (106) = | 3 Е. 2 бов о до №29 
5 205 2. 9 а 9 2 
т т) 9. 2 2 в 02 1 


Аз уоц сай зее, аЦ го\уз (ехсерё {\Ъе Вгз&) оЁ $Ве шафлсез М4, 8(1) ава Мл (106) аге Ве 
зале. 
Тре пишийБег о 2его е]етепфз оЁ $йе а ош шабх Мт»(Л) Чепое Бу Мтп(Л). 


Оеви! оп 5.2 А сошптт 18 саЦе4 сотгезроп тд №0 Те питфег А; { 1е @етеплз о} 18 
софитт, а; шете }отте4 6у ал \е дет Фе питфет А; 0 Фе рите питдет Р; апа 
се четза. 
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'ТБеогешт 5.3 Етри) (сотфаитд по 2ето) софитт о} Фе теталт4ет тийтах соттезротав 
0 Фе питфет Лу, шлсй 18 сортте и тезресё №0 а питфетз < п ата \е софилтт, о} Фе 
афотй тафахт, ирасй сопфйтз оу опе 2ето, ат4 из зето 18 т Ше тош 1 = 1, апа се 
етза. 


Ргоо} 15 оБуюиз, зее ехашр/е. ш опг ехаларе, $Ве шафих №М4(106) Ве зесопа, ЮигВ 
ап4 ее сопиипз соттезроп4 $0 ргиие пашфетз 107, 109, 113. ш $Ъе ехааре оЁ бе 
шафтх М48(1) Ве зесопа, {Ве юг апа е12 6 соралипз ошу сошбаш опе #его, ап4 1 
2его 13 ш Те Шше # = 1. 


'ТБеогешт 5.4 Тйе питдетг о} сопуидайе соитлз (отиу юг Фе рт тош) ор тайтлсез, еась, 
ор ииср, сопфалтз аф [еа5% оте зето 1т, @пез 1 > 1, ате едиа Фо еасй, офет. 


Ргооё. П {Бе тай1х сопбалаз аё 1еа3% опе 2его ш %е го\м 1 > 1, апа ш Бе соаша 7, Фев 
{Бе соп]ласайе шафих 13 а]зо ш 461$ а гом апа ш {Ъе зате соли сошбашз Бе заше 2его. 


5.4 ВезаАча| тафт1сез у1Ь зер 2 


Оевп!1оп 5.3 Ву Ше тетилт4ет тит ий, 9ер № ше теат Фе тайлх т шей А; = 


ЕО Ь. 


\е аепое 16 Бу №„„(НА). 

Веюх\ ме \Ш сопз1ег {Бе гешалш4ег тайсез №„(2|Л) ут эер 2. ТЬеу сопба 
т = п(п,) го\з ап4 п со[оиз. Могеоуег, $Ве е]етепф аз; оЁ Ве шафих Мип(2|Л) 18 Ве 
тетало4ег оЁ $Ве Аг оЁ Те пашЪег Л; = л+ 271 —2Ъу ВР, Р; 5 Ме? В рише. И 4Ве 
пишег Л 13 еуеп, {Веп {Ве гешашаег шафих №„»(2|Л) 15 саЦе4 еуей. Мое {\аф, аз Юг 
{Ве изиа] тафтх оЁ гез паз Ми„(Л), Юг ап еуеп шафих оЁ тез4иа в №„(2|Л) &Ъе Вгз% 








сопити соггезропаз $0 Ве пашЪег А! = А. Еог ехашре, Юг п = 8, т = л(8) =4 л=2 
{Ве шаблх М№„»(2|^) Ваз Ве Югт 








РА, 2468 10. 2 м 16 
2. 0:0.20:0 397: 0. №0 
№3@). =: 3: 29109 Ф-Т 
О. 32:10. -1 
и 








апа Юг п = 8, т = л(8) = 4, А =0 Ще шах М„(2]А) Ваз Фе Югт 


а 12 || 
2 100000. 0-0 © 
Миа) = | 0 9971 20 2 
5 б2413з0 24 
|2 02462350 


АП ргорег&ез апа побаЯоп оЁ {Те гея] тпафл1сез сай Бе ехфеп4е4 ап шо еуеп тафт1сез 
ОЁ тез1 Чиа], ошу 1 18 песеззагу фо фаКе фо ассомпё $Таф &Ве Вгз$ гому (Р; = 2) сощалз 
оу хегоз. Непсе, 

Мт,п(2]0) — №т»(2|2) = п(п) — и(2п), (5.3) 
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у\Веге №„.»(2|Л) 1 Ве пашаБег оЁ хего @етенёз (2егоз) оЁ {Ве шабих М№ии(2|Л), и(2п) - 
$Ъе пашет о# а151с$ ргиие А1\1зотз оЁ Ве патЪег 2п. 
М’е 4епое 
С(т, п, А) = М т.п (2|А) >> 22 (5.4) 


№ ое $Паф Юг еуеп Л Ф\е шсйоп С(т, п, А) аереп4з ошу оп фе эй1п3 # > 1, во Бом 
{Бе Втз6 го\уз оЁ $Везе плафл1сез софа Фе залие атом оё (7) 2егоз ап 11 &Ве АШетепсе 
(5.4) &Веу ате ейитажеа. 


Пей во 5.4 Тре тетатает тай №ти(21 АЛ) и чер 2 13 саЦе4 о4а 1} Ше питфег 
А 15 ода. 


Мое аф Бе оаЯ гез4ие тафтах &Ъе Вгз6 соГатои 13 А1 = А, аа %Ъе Вгз го\ 18 п опез. 
Еог ехашр/е, Юг п = 8, т = л(8) = 4, А=1 фе шаах Мтп(2|А) Ваз $Ъе Югш 








Е 13 й 
р Е а 
Мю (211) = 3 О © О 
5 131024130 
те 2:99 95 вл 


Еог пишет Л апа Л соппесвеа Ъу {Ве т@амоп (5.2) аЙ го\уз (ехсер юг %Ве Йтз6) оЁ Ве 
табт1сез № и(2|Л) ава №ш»(21 Л) сотсеае, засВ тадсез аге саПе4 сопуавафе татсез 
оп {Те Йгз го\. 


Эшсе 6\е плипфег | [;^› Р; 1: а\мауз о4а, фе пашЪегз Л ава Л Вауе АШетгеп рагНу. 
Непсе, фе шафих соплаеабе $0 ап еуеп шафях \Ш Ъе о44 ап усе уетза; Фе шафих 
сопласафе $0 ап о44 тафлх м Ш Ъе еуеп. 


Гепа 5.1 Гог о44 Л ап4 еъеп, питфег А = |. Р; + Л ата т = п(п) ше пае 
С(т,п, А) = Мп. ТА) — Мти(2Т А) = п. 


РгооЁ. ТБе В го\ оЁ ап еуеп тафмх № и(2|Л) сощбайтз п хегоз, апа ®1е Вгз го\’ оЁ 
ап о4А шафих М№„ „(21 ЛА) по хегоз (зоПа опез). Эшасе $Ъезе шайфлсез аге сопадафе ш фе 
Втгз6 го\у, Бе гезё оЁ {Бен гомуз сошеюе. 'ТБе ]етотла, 15 ргоуе4. 


ТБеогет 5.5 [2|{п, Ме 
п(п,) + 2([055 п] + 1) < л(12п) — л(бъ) < п(п) + 3([052т] +1). 
Ргооё. Сопз14ег Ве шабмх М, 12»(Т), мЪете 2] п, т = п(п) ап4 гергезеп® 1 аз 
Мтл2т (1) = Миьб (1) + Ми,бп(бт + 1) = Мтбъ(212) + Ми (211). 


Геб’$ сгозз оф а] &Возе сопилиаз оЁ $Везе тадл1сез 11 еасЬ оЁ мер ТЪете 1$ аё [еазё 1 его 
тетала4ег 1 &Бе гомз 1 <#<т=л(п). 


1) № Ме шабах Ми (1) Ве пашег оЁ ипсгоззе4 со[липз ЧепоНиае А] ме 2е% 
п (6%) — п(п) — 2055 п] —1< А: < л(бп) — п(п) — [055%] - 1. (а) 


Весамзе фЪе соГашиз %Ваф соттезроп $0 $Ъе пашЬетз 2Р,, п < Р,; < Зп аа 


[05 3п] = [082 п] + 1 аге поф сгоззе оф, ап4 фе пллаЪег оЁ сгоззе4 оф соГатпиз 
15 К: = би — #1. 
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2) Тве пашЪег оЁ ипсгоззе4 сопли 1 Фе шафих Ми, би (бт + 1) 4епонае А5 ме Вауе 
п(6тъ,) + [052 п] —1< 2 < л(6п) + [ю052п] + 2. (6) 


Весамзе атоп?: $Ве пашЪетз би +1,6б%-+2,..., 12 Тете 13 ошу опе пиЪег ПКе 2", 
ап пашЪегз 1Ке 2”. Рь, мБете п < В+ < Зп, бп < 2'В, < 12п мЫсЬ аге азо по& 
сгоззе оф, Бла $Бе пашЪег оЁ сгоззе ом солят К2 = бп — К5. 


ЭЗшсе М, 6п (бт + 1) - Мт.вв(1) = С(т, бт, 6п + 1) ап4 егеге 


Ми ви (бп +1) - Мивь(|) = С(т, бп, бп +1) - М (бп + + Мин, (1), 





У\Веге М»(п) зВо\тз Фе пишаБег оЁ его тез1Чиез (тс те иего гез1Чмез ава э4т195 


=) ом {Ве ехргезз1юп м° ‚бт (бт - 1) — м“ 


т.6п(Т) ата бота шеатаН Иез (а) апа (5) 
уе обаш ТВеогеш 5.5. 

ТБе заше апз\мег моша Бе оашеа 11 Фе сойиииз оЁ Ве штабах Ми,6ь(Т) ава 
Мт,6»(бт + 1) жете агтапое Ъу Ве шахиииш патшфег оЁ 2его тез иаа]8 зо &Баф мВ 
опе Те э14ез @з1риве4 чпсгоззеа со[атопз, ап4 $Веп сгоззе оф, ап тпайфсБеЯ шафтсез 


ш 61$ аггапоештепв оЁ со[лтапз. 


СогоПагу 5.2 № Ше тай Мп. 6и(2|2), шйете 2 | п, т = п(п), Ме питфег о} соиттз 
т еаср ор имей, Ваз оу оте 2ето тетоайт4ет, ап из оте 15 дето тетолтает т фе [те 
1 =1, по& [езз Тат п(п) + 2([055 п] + 1) апа поЁ тоте ат п(п) + З([085 п] + 1). 


Ргооф оЁ Ве согоПагу ЮПо\з Нота Ще ргооЁ оЁ Те Веогет Ш же сопз@ег фе тафтсез 
Мп. 6®(2|2) ава №т.6и(2 |1) ма защебточеЬ ап ипсгоззе соаталз, е1уеп {Баф еу 
Тауе $Ъе зате пашет оё сопилиз. 


5." Маш Теогет 


ЦВеса] $Ъаф &Ве ашсНоп р*(2) зБозуз Ве шахшиит &Бе пишоЪег оЁ пабига] пишоБет$ атлопе 
сопзесийуе питает А, А-1,..., Ах у, мы аге соргипе $0 аП ргипез 1езз ап ог 
едраа] $0 5. 


ТБеогет 5.6 Оп Ме питфег аллз атотд ату сопзесийуе Тйете ате аф тоз% 121, пафиты 
питфет$ 
п(п) + 3([052 п] + 1) 


питфетз, еасй, о} ирис, 15 сортте ия аП]рите пилтфетз < п. 


Ргооё. Сопз4ег еуей шайлсез М6 (2|2) ава М№„6и(2|Л), мБеге т = п(п) ава Л 18 ап 
еуеп пишрег, А >> п. 

Мое аф Ве шах №6, (2|2) 13 сотрозе4 оЁ {№е пашЪегз 2,4,6,...,12п, апа &Ве 
шабх №, бп (2|Л) 13 сотрозе4 оЁ Ве пашет А, ^-+ 2, А^-4,...,А- 12п - 2. 

Гефр’з сотпраге $Ъезе тафт1сез Бу Ве пашЪег сопбатеа #етозв, 1.е. сопзаАет Ве ЮПо\йия 
те]алопз ЮПо\млие Вот (4.2), 


Ме 6® (А) — Мт,вп(2|2) = С (т, бт, А), (5.5) 


ОГ 


№, би (21А) — Миьв»(212) = С(т, п, А) —а, (5.6) 
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умрете К 15 &Ве пишЪег оЁ $Бозе сопимиз оЁ Фе шабых М, 6»(2|А), еасЬ оЁ мыеЬ Ш [пез 
1 > 1 сопбализ аф 1еаз$ опе 2его (Фе Йгз% ше 13 поф арреагз, з1се 1% сопз1863 оШу оЁхегоз), 
а: 13 Пе пашЪег оЁ Бозе со[алпиз оЁ Ве зате шах, еасв оЁ \исЬ сопбалтз оту опе хего 
ап 1$ 2его ш {Ъе Пе 1 = 1. Непсе, 


б% = Аа 
Ге аз ргоуе &Бе шедаайу 


№, би (21А) — Миьвл(212) > С(т,п, А) — (п) — З([ов> п] + 1), (5.7) 


у Веге №. .6и(2|Л) 13 Фе питаБег оЁ Возе соплилз оЁ Ве таййх М№Ми,6и(2|^), еасЬ оЁ у/ев 
ш [пез 1 <# < т = л(п) сощализ аб 1еаз$ опе тего. Зиррозе &Ве оррозЦе, 1.е. 


мы М№Мт,6в(2|2) < 4 (тп, Л) — л(п) — 3([082п] +1). (5.8) 


Эшсе Ве шабых М№,6и(2|2), Бу СогоЦагу 5.1, сопбашаз аё п108ё п(п) + Зов п] +1) 
сопиплз, еасВ оЁ масЬ сошайаз 2егоз оу ш &Ъе Вгзф Ппе, апа = М№т„6вп(2]А), 
Бош (5.8) ме её 
Мне (21) — Мтвл (212) < @(т,п,^). 
Ви $513 сошта1с6з Ве еда у (5.5). Те шеапа%у (5.7) 1: ргоуе4. 
Етот (5.6) ава (5.7) ме её 


а < л(п) + 3([055п] +1). (5.9) 


ВешешЪегше $Ваф а 15 Фе пилаЪег оЁ Бозе сопитиз оЁ Ве шаймх М№М6»(2|А), еасЬ оЁ 
уРсЬ сотфашз оШу опе 2его апа 1$ 2его ш %Ъе зто 1 = 1, \е сап аззегф {Ваф оп Ъе 
пиштЬег ах!1з, атойе сопзесиНуе би еуеп пафига] паЪетз аге а& 1103$ © пашегз, еасЬ оЁ 
\*исЬ 4оез поф сопбаш а зшее о44 ргииае Агязог < п. 

Ви эшсе би, сопзесийуе еуеп питает таке ир ап еуеп тах, ап зоте\меге оп 
$Ъе пишегса| ах1з $Веге соггезропав ап о44 шафих соплавафе Бу сопиитз $Ваф Вахе бе 
залпе патаег, тезресйуеу еуеп апа оаа со[алпиз, Вепсе $Ве АШегепсе оЁ Ъезе со[алпиз, 
еасЬ оЁ мас сопфалпз аф |еазё {Веге уоч]А Бе опе 7его ш Бе ПШшез 1 < 1 < т, а шо 
п(п) + 3([055п] +1). 

ТЬаз, ап еуеп шаблх №, 6и(2|Л) ап4 ап оаа №, ви (Л = 1), мВеге т = л(п), А > 2, 
аге соати-соплаеафе тафт1сез, апа &1е ЧЁегепсе оЁ Вет со[аииз, еасВ оЁ мЬ1еЬ сопбалтз 
аф ]еазё опе его 1 &$Ъе Ппез 1 <#< т, а|з0 аф 1108$ 


п(п) + 3([055п] +1). 
ТБаз 
р"(12п) = р*(2) < т(п) + 3([085п] +1), п=125, у=Шз, А>2. 


'ТБеогешт 5.6 13 ргоуеа. 


ВеЕегепсез 


Ш] О. Невяюу, Г. ВасБатаз, “Ргииаез ш [фегуа13”, Асба Ат т., Уо] 25, по. 4, 375-394, 
1974. 

[2] Лапоз Риф, “Гап4ал’з ргоБетз оп ргипез”, 7. ТБеог, МотЬтез, Вог4еамх, уо]. 21, 
по. 2, рр. 357-404, 2009. 

[3] МК/иитуаю Е. Г. АБойф ришше апа соргипе патфегз ш зреса] ищфегуа]з Г оЁ. 
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СЬарфег 6 


АЯ)асепф гез1ие тафт1сез ап з1еуе тео4а 


Те агисе зБо\уз фаф $Ве Мегзепи ргимез (М) апа Еегта% ргиаез (Ё») аге шпатегаЫе, 
ап Вел р!асез оп {Ве пишЪег ах1з аге шАсафеа. ТБе эблау 13 сагте ол Бу Бе ше фоа 
оЁ тез14ма] тайт1сез ргорозе4 Ъу &Ъе алог. 


6.1 Питоаисйоп 


МишЪегз оЁ Ве Югш Е, = 22” + 1 аге саЦеа Еегиза& питафегз, # Ъеу аге зпаре, ме Аепоёе 
$Беш Бу ЁР›. Па пашЪег оЁ $Ве Югш 2" — 1 1за рийше, Вей Ё 15 саПе а Мегзепи ргпие 
ап 15 4епфе4 Ъу Мь. 

Му воа] 15 {0 вом Фаф фе Метзепи ргииез (М») апа Еегиа& ргипез (Ё») аге шипл- 
шегае апа шаАсае Бе: р]асез оп Бе пашфег ахи5. 

Мапу сепегайопз оЁ шабфетайсатз (ап поф оШу шабетай1с1алз) Вахе Бееп еп- 
гаре4 ш ргоетаз оЁ ргиие питБегз Бу Мегзеп апа Кегтаф, Ба сот поф ргоуе ет 
шоу. Сопзегуайуе шафпетаяслатз мо пер]есф Те Феогу оЁ гезАиа] тпафллсез Вахе 
отеаф аси ез ш Ви ше $Ъе пехё Мегзеп ог Еегтаф ргипе. АП {Ъезе Асиез сап Ъе 
оуегсоте м1 %е Бер оЁ {Ъе {Ъеогу оЁ теззАма тафтсез 4еуе]оре4 Ъу {Ъе алёог. 


6.2 ВешташАег тафт1сез, соГатиз УПО 2егоз 


Сопзлаег фе ЮПомше шафх, мысЬ ме са] Ве гетала4ег тах: 


а11 *°. ЧТ, 


у Беге ах, ; 15 Те теташ4ег оЁ $Ве 411101 оЁ Ве пмифег Л; = л+ 7 — 1Ъу Рь, Р; 13 ей 
6 ргшпе, Л > 01 ап ицерег пишет, п > 2 - пабага] патЪег, т = п (п) - атоииф ргипез 
10% ехсееЧ те п, 1 < 1 < п, 1<1<т. 

Еог ехашр/е, Юг Л = 8, п = 8, т = л(8) = 4, {Ве шабх М4 (8) Ваз Ве Югшт 











Р\А; 8 9 10 Ш 12 13 1 15 

2 А бо 5: 90° 300 1 

Ма(8) = 2 20,2940. 1.20 
б> 230, 27.6. Ю 

т зао 
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ОБ\уюизу, ргипе пашЪегз этеаёег Вап 7 сотгезрой4 фо со[атиз УВ 7егоз, ап ргите 
питьЬетз Р; < п согтезропа $0 соГапиз м1 опе #его ш Ве гом # > 1. 

О 4епофе Бу и(х) Фе пашЪег оЁ АШегеп& реше Ч1у1зотз оЁ 5. ш Ве шабах Мт,2и(Л), 
уфеге т = (п), Ве пишЪег 04 хего теталтаегз оЁ &Бе со[атоп 1 13 4еповеа Ъу и» (7), апа 
{Ве пашЪег о{ попяего геташ4етз оЁ &Ве сопит 7 13 4епоёе4 Вгои?В Г.»(7). Эшсе еасв 
сопиии сопфалаз т = л(п) 2его ап попхего гетлала4егз, «Вей 


Ги () + 9» (9) = п(п) = т, Гт(п^) = п(п^) — и(п) ог Гир“) = п(ри) 1. (6.1) 


6.3 Аа]асепф геташаАег тафт1сез 


Опе оЁ $Ъе Каиатета] сопсерфз оЁ &$Ъе %Щеогу оЁ гетала4ег тафтсез 13 &Ще сопсерф оЁ 
А4}асет% гетало4ег тафтсез. 


Пей! оп 6.1 Тио тайчсез Мш»(Л) апа Мт»(Л -+ 1) ате саЙе4 сопидиоиз тезз4им 
тайчсев. 


Еог ехашр/е, Юг Ве шаблх М4 (8): Фе а4]асеп шабиых 13 М48(9) \ысЬ Баз Ве Юга 


ВА 29.310: ЛЕ 18. М: 15.16 

д ал ОИ: 0 

М =, 3..0 а 2 0.4 
бг. 2 в сео 5. 40. Ч 

ре 5. бе. 


У аепове Бу Мш»(Л) - Фе пишЪег оЁ хего еетепёз (2егоз) тафсез Ми »(Л). [её из 
шуезЯсафе Фе апезНой оЁ Бом’ Ще пашЪег о хего е]етепфз ш а4 асе шталсез а1етз. 
О 4епофе Бу и». (7) {Ве пашЪег оё 2его гетала4егз оЁ Ве сопити 7 ш &Бе штабах Мтш(Т). 


Треогет 6.1 Рог апу т, п апа А 
[Миа (А) — Ми, (Х + В = [и (А) = ив + п) > 0. 
Ргооё. Егош (6.1) ме Вахе Юг фе шафих Мтп(Л) 
Рт(А) + ит (А) = п(п), 


Эшсе &Ве шабих Ми и(Л- 1) 18 обашеа Вот Ве шафах Ми„(А) Бу зЫЁяие опе сопиип 
фо Ме 1еЁ, еп Ъе 7 -6В со[алап оЁ Ве штабах Ми„»(Л) сос ез ИВ Ве 7 — 1 сопипа о 
{Ве шаблх Ми»(А-+Т), 7 = 2,3,..., п. ТБаз, &Бе сопилиз оЁ &Бе штабах Мти(А), ехсер® 
Рог &Ве Ягз&, сошее \И &Ве сойииопз оЁ {Бе шабах Мтьи(Л + 1), ехсерё Юг Те 1884. 
Непсе, 


[Ми (Л) = Мть(А+ 1| = 0) = Г.А+ И = О) - + п) > 0. 


'ТБе %Беотеш 13 ргоуе4. 


Мофе. ТБе побайов |и*, (Л) — ия, (А+ п)| > 0 щ \е Веогеш загризез шапу пафВетай1с1алтз 
\То БеЦПеуе &Паф +13 13 фа] зшсе Ве шо4и!аз саппоф Бе песайуе. УИ $5 епёту, ме 
уаще4 $0 етрВаз12е {Ваф Юг зоше я апа А, Ве ехргеззюн [и* (Л) — и* (^+п)| сап Ъе #его, 
е.5. ия, (10) = их, (21)|. ТЬаз, шаблх шабЪега сз гергезетёз &Ве ге]алопзЫр оЁ патаБегз 
оп фе пишЪег ах1; 4еерег {Ваш %Бе ех1зипе опе. 
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ТБеогет 6.2 /л тай тафетайсз, Ме юПоилтд таайотз по: 


[Ми (А) — Ми (А+ | = и) — ил + п) | = п < лт=л(п), 
И 

1) Л=р ва рите питфбег; А 1 = 2", идете т 13 а парит питдет; 

2) А1=р за рите питфет, шйете Л + п = 2", ог часе четза. 


РгооЁ ЮЦожз Вгота {Бе сотрат1501 оЁ а@}асеп& геташ4ег тайсез Мир(р) ава Мтир(р-+ 
1) апа тедасйоп фо Ве ЧШегепсе оЁ $Вей: 2его теталш4етз 


[т (^) — Сиб + И] = [9% (А) — ив (А+ ПТ 
СогоПагу 6.1 
|Рш (А) — ит (А + | = ША) — Гт(А+ |= 1, 


Фет, 
[Мил (п) — Мтуи(п + 1)| = 1. 


Ргоо о! Фе согоПагу ЮПо\з фтллаПу Ёош Фе ргооЁ оЁ Те {Пеотет. & 15 пише й1ееу 
сеаг $Баф $Ъе согоПагу ап Бе {Ъеогеш аге {тие Ёп = р 13 а рише пашфег апа п 1 = 2” 
ог у1се уетза. 


ТЬеогеш 6.3 Гр = 2" + 1 #5 а руте, еп а = (2")? +1 = 4" + 1 48 а[в0 а ртйте... 


РгооЁ. Сопз ег шафих М»,а(Т), мБеге т = л(2”). [еез сгозз ош $Возе со[алолз фах 
Тауе аф |еа86 опе хего ш Фе томз 1 <1< т. Сопитиз соггезропате фо питег$ 1 апа 2, 
2” апа 2” + 1, (27)? ава (2”)? + 1 13 вов сгоззеа Бу ТБеотет 6.2 ап СогоПахгу, ап4 эсе 
ш шафх шафештайсв 


|Мта-1(1) — Мта-1(2)| — М а-ь (© в Мта-ь()| == 


= [Мы (1) — Мира) = |0) — = (А) — ит. 


ТЬ18 шеапз &Ваф Ве пашет 4 1$ ргипе. ТЪе Ъеогеш 13 ргоуе4. 

'ТЬеогешт 6.3 Ваз а аеерег шеаптше {Вап \Таф ЮПо\мз гота Бе сё 4Ваф 2" - 1 15 
а рише пишфег, Та 1$, № 13 зееп &Паф п 1$ поф ошу еуеп, Ба а5о саппо& Вахе оа4 
ргпае 41ху1зог$. ТБ зиеезфз $Ваф 1 шафх шабрештасз, Кегта’з ргипез сай Бе Юипа 
атоп те пашЪетз с1озег фо Ще Безшите оЁ Те паишЪег ах!3, апа еп Те гез% сай Ъе 
Чебегтолпе4 ат Ъег ош фе Беслшшше оЁ Ве пашфег ах1з. ТЪаф 1$ 


и 


ТЫ 15 Во\ аП Еегиаф ргипез Е, сап Бе Юип4 а4 тбл. 

Те Стеаф Еегтаф аррПе4 Ве “тео оЁ шВпце 4езсеп” ш соплапсйоп мБ Те 
сопсерв оЁ “ат тейс шеал”. Виё Фе сешаз Еегтаф, итогбиапафе]у, маз поё ЁамиШаг эл 
$Ъе $Ъеогу оЁ тез па] тпафтсез ап &@4 поф аззиште $Паф %Ще “атбфштейс шеап” ой бе 
пиштЬег ах1з сош4 Ъе а рощ, поф а питЬег. ТЪегете, Еегта%ф таае зоте пзбаКез, зась 
аз 615 аззшар ов аб аП плааегз оЁ Ве югш Е, = 22” + 1 аге ргйше. 


ТБеогет 6.4 Ша = 2Р — 113 а рате пилтфет, Фет 24 — 1 = дь 13 а50 а рате плитфдет. 
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РгооЁ. Сопз@ег шафих Миа, (1), \Веге т = п(2Р — 2). Озше Твеогеш 6.2, апа %Ве 
Расё фБафё ша1сез Миа, —а(4 — 1) аа Мтдь-а(а) ахе а4дасеф, зпо]ат1у $0 Ве ргооЁ оЁ 
ТЬеогет 6.3, уе оба Ве ргооЁ оЁ ТВеогеш 6.4, {Возе. 22—1 = 3, 23—1=7, 27—1 = 127, 


Мое Ваф поф аЙ Метзепи ргипез аге омашеа 18 мау. Еог ехаларе, 25 — 1 = 31 13 
а[50 а, Мегзеппе ргипе, апа 31, ВКе 3, Бесотез $Ве Беелиише: оЁ а пе\м земез оЁ Мегзепие 
риштез. АП Мегзеппе ргимез сап Бе оБфалте4 азше ФЪезе $\0 зещез. 'ТЬ1з збетз Нот бе 
есппа] пафате оЁ шах шабБета сз, мБеге Фе ргипе пишЪегз 2, 3, ап4 5 рау а Ёт- 
Чахпеифа] тое. 'ТЬ1з 15 \”паф 41 телизрез ех1зпе табВета41с$ гот шах шафпета% св, 
ап Мегзеп’з ргииез гота ЕКегпа’з ргипез! 


ВеГегепсез 


[1] Вовзег, Эсвоеше4, Поз Л. МафВ., \Уа]. 6, рр. 64-89, 1962. 
[2] Газ4ал. НапЪасЬ 4ег Герге уоп 4ег Уег6еИапееп 4ег РгиахаШев, Гергао, 1909. 
[3] МКбаштуап Е. Г. ВезАча] шафтсез, ВаПейш оЁ ЕгСозОп%. 1995.№ 2,5. 107-108. 


Сфарфег 7 


Вез1Аче тафт1сез апа ЭсЫш;еР$ ргоЫешт 


Тре аги<е шуезиеафез зедиепсез оЁ пафага] пишаЪегз сошфайиие патафегз $Баф аге соргипе 
{о а] пишфегз 1езз $Бап а ©1уеп пишЪег, Череп те оп %Ве 1еп26Ь оЁ Ще зедаепсе. "Те 
зфаау 13 саге об Бу Фе шебТоа оЁ гезаАма] тпафллсез. ЭсБшиеЁРз ргоеш оп ргтииез ш 
ат тейс ргоэтеззюпз 13 ргоуе4 

'ТБе Ёаточз Ро|зВ таббетасат А. ЭсЬ1т7е| ВПуробТез1ие %$Ваф апу ат тейс рго- 
отеззюп али -+ 6, 1 < 6 <а, (а, 5) = 1 сошфалщз а% 1еа8& опе ргипе пишет #0 < т; < а. ТШз 
ргоет 13 Кпо\п аз {Ве Эсте! ргоет апа Баз поф уеф Бееп зо]уеа. Ехрегз Кпо\ [1] 
Бо\ тшисЬ еЙотё ап Я те № фооК $0 ргоуе Ве шНи\у оЁ ргииез ш ат тейс ргортезяюоп. 
Вез1Аа] тпафт1сез ГасИфаде $Ъе зоайоп оЁ засЬ ргоЫетив. 


7.1 Везача| тафт1сез уёЬ зер 2 


Оеви оп 7.1 Ву Ше тепилт4ег тай шй чер № ше теат Фе тайлх т шей А; = 


А+ (1-11. 


\е аепое 1 Ъу Ми (ВА). 

Ме 4епое Бу л(п) Ме пашЪег оЁ ргипез поф ехсее те ап иферег п. Веюо\ ме Ш 
сопз4ег Ве геташ4ег тайлсез №2» (2|^) мВ зер 2. ТВеу сощаш т = л(п) томз ава 
2п, солииз. Могеоуег, $Ве @етеп& ах,; ОЁ Ве шафих Ми, 2 (2|^) 13 едиа] $0 фВе теташ4ег 
оЁ {пе Чу оЁ Ве пашет Л; = л+ 27 — 2 Бу Р, Р; 15 {Ве 4} рише. И Ве пашет А 
13 еуеп, {Веп Фе теташ4ег шафлх М№,2,(2|^) 13 саПе4 еуей. М№офе фВаф, аз Юг {\е изиа] 
штабтх оЁ тез па] Ми »(Л), Юг ап еуей шафих оЁ ге ма Мт,2.(2|А) Ве Вгз6 сопита 








сотгезропаз фо &Ве патЪег А! = А. Еог ехашре, Юг п = 4, т = л(4) = 2, А = 2 Ше 
шах №2. (2|^) Баз Ве Югт 








Р\л 246810 12 14 16 
№8 (212) = | 2 об0000о0о00, 
2, бог. 200; 4 








ап Юг п = 4, т = (4) =2, А = 0 Ше шах М№,2.(2|А) Ваз Ве Югш 


Р\Л 02468 10 12 14 
№8 (210) = | 2 000000 о о 
5. ди ба” 02 


АП ргорегез апа поба1оп о Те ге] тпафт1сез сай Бе ехфеп4е4 ап шо еуеп шайт1сез 
ОЁ тез1Чиа]з, оу № 18 песеззагу $0 фаКе шфо ассоипё Таф Ве Вт го\м (Р; = 2) сотбалтз 
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оу 7егоз. Непсе, 
Мт,.2т(2|0) — №Мт.2(2|2) = п(п) — и(2п), т=л(п), (7.1) 


у\Веге №». 2(2|Л) 13 Ве паБег оЁ хего @етепёз (2егоз) оЁ $1е шах М№м2(2|^), и(2п) 
- Бе пашфег о 413 0сё ргипе Ч@у1зогз оЁ &Ве питаБег 2%. 


У\У’е 4епобе 
С(т,п, А) = Мт2,(2|Л) — Мт2(2]2). (7.2) 


Мое {Ваё С (т, п, А) Черепа ощу оп э&т1т3 # > 1, во Во\ Ве Вт гозуз оЁ 6Тезе плайт1сез 
сошбаш Бе залле ато оф (27%) 2егоз ап4 ш &Ве АШегепсе (7.2) $Ъеу аге епииштафе4. 
Непсе, 


О<С(т,п,^) < л(п) — 1. 


Пей! 101 7.2 Тре тетатаег тайтл №Мт,2п(2|^) и чер 2 15 саПе4 ецеп } Фе питбег 
А (ап4 Шетерюте а питфетз А; = Л+ 27) ате еъеп. 


Пей! во 7.3 Тре теталтаег тай №Мт,о(21Л) из чер 2 13 саЦеа оаа { Фе питфег 
А (ап4 Фетерте аЙ питфетз А; = Л+ 21) ате оа4 


Мофе Таф Те о44 тезАче шафих Пе Втзф сораии соггезроп@: $0 ап оаа питег 
А: = А, ав Фе Вгз% го\ соп$1863 оЁ 2, опез. 


Еог ехашр/е, Юг п = 4, т = л(4) =2, А=1 \е шаах М№Ми2.(2 | Л) Ваз фВе Ююгш 








РА тзБТЭШ 13 15 
МОР =| поте та. т: 
5: БО №. 1-20 


7.2 Ежепаеа гез1Апа] тафт1сез 


Ежепа Фе о4Я шафах М№и2.(2 |1) Бу аа4ше т” гомз соттезроп4те фо фе залагез оЁ 
ргипез Ру [ушё ш Фе пцегуа] 3 < Р, < У4п (тх 13 {Ве пашЪег оЁ ргипез Ро ушв ш фе 
пцегуа 3 < Ри < У4п). 'ТЬ!$ шеапз $Ваф еасб пихаБег соггезроп4 те $0 а соплти оЁ {Бе 
шафих 1$ азо Аглаеа Бу е. ап4 Фе геза 15; гетали4ет 13 ат олще4 фо Ще сотгезроп те 
соли. Те ехфепае4 тпафих 15 Чепобеа Бу №, 2» (211) апа №, 2.(2|2), хБеге т = п(п), 
т„ = т-+ т*, т” = л(У4т). Еог ехатре, юг п = 4 ш Те пщегуа1 3 < Р, < У16б =4 
Ъете 13 опе ргипе пашБег ра = 3. о т = (4) =2, т” = 3, 


В\\1зЗБТОШ 13 15 
ре р ОТ 
№, 82411) = 
„(2 11) в. О, о 9: № 
О а © 


ТБе ригрозе оЁ {Ве ехбеиз1оп 13 фо стезе а, стцемоп Бу хе уой сап А1зтрлазЬ ришпе 
питЪетз гот сошрозве пишете. 
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7.3 ЕзЬ 6 Итез абои& ргите ап соргипе патЪегз ш зрес1а] 
бегуа1$ 


ТБеогет 7.1 Рог апу пит питфет п 
п(п) + [052 п] + 1 < л(4п) — л(2т) < п(п) + 2055 п] + 2. (7.3) 


Ргооё. Сопзег ап о4А шабмх М№,2и(2 1 1), (\мБозе сопииз соттезрова фю Ъе пит- 
Бегз 1,3,5,...,2п — 1) ай4 ав еуеп шафих №„,2.(2|2) (\Ъозе соаииз сотгезропа $0 Ве 
пишретз 2,4,6,...,2т), т = л(п). \е ежепа &Безе шафлтсез Бу а@Аше т” го\уз сотте- 
зропат $0 Ве запагез оЁ ргипез Ру 1уше ш Те п\фегуа! 3 < Ру < У4т, (тх 13 Ве пашЪег 
оЁ ргииез Р, 1уше ш %Ве пфегуа] 3 < ВР, < У4п). ТЫз шеапз {Ва еасЬ пашЪег согге- 
зропАше $0 а соати оЁ Бе шафых 1$ ао аглаеа Бу р ап Те гезаЦ1ие гетлалюаег 15 
аби Ьщфе4 $0 Ве сотгезропаше сопшип. ТБе ех{еп4е4 шафиах 13 4епобеа Бу №, 2»(21 1) 
ава №, 2.(2|2), \пеге т = л(п), т» = т- т”, т* = л(М4п). Еог ехашр, Юг п = 4 
уе Вахе 7% = п(4) = 2, т* = л(М4п), 


ВАА 1зЗБТЭШ 13 15 
О Е О ое 
№). (211) = 
„8 (211) д О: еде ь 0 
9 
В\А 2468 10 12 ща 16 
2000000 0 о 
№. (212) = | 3 ооо 
0 24: 56: Тов 9 
эшсе е шафих Ми, и (Т) = №, 2% (2 1 1) + №, 2 (212), т» = т+ т”, т = л(п), 


т” = л(М4п). Гегз сгозз оф {Возе со[иииз оЁ {Безе пайтсез {Ваф Вауе аб 1еазё 2 хегоз 
ш Ве гомз 1 <#< т,. ш Фе о4аа шабах №, 2» (21 1), ме а]во сгозз ойё Ве сопитиз 
сотгезропатя фо {Ве ргипез рр, У4п < р! < 4п, г > 2. ш &№е шабх М. 2п(2|2), сгозз 
оф {Ве соаиоиз сотгезровае $0 плапЪетз оЁ Ве юг 2р’, У4п < 2" < 4т,т> 2. 

1. ТЬе пашЪег оЁ ипсгоззе со[аииз ш ап од шабмх №, 2,(211) мШ Ъе 


М = (4п) — пп) + ют + 


эшсе &Ъе Втз® соГатоп 1$ поф сгоззе отв. 
ТБе пашЪег оё сгоззе4 оф соли ш {Бе шайлх №, ,2.(2 11) Ш Ъе К! = 2" — #1. 
2. ТБе пашег о ипсгоззе сопитиз ш ап еуеп шабах М», 2. (2|2) 13 4епобеа Бу А5. 
Оп Ще опе Ваза, ме Бахуе 


К > п(4п) — 2п(п) — Пов2т] — 1, 


зшсе Те ипстоззе сопиилз соггезропа $0 Ве патЪетз 2р; апА 4р,, мПеге 2 < р; < п; 
4; < 4п; ао пистоззе4 со[алииз, соттезроп4те фо Ве пашЬегз 2”р;, г > 2, апа Те 
ипсгоззе патаЪетз [1055 2]. 

Оп Те обтег Вата, ме Бауе 


Ко < п(4п) — 27 (п) 1, 


Бесамзе &Бе патарег оЁ патаБетз Пе 2"р; 13 |езз &Вап [1052 п] + 1. 
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Эшсе Ве пишЪег оЁ содиипз Ш шайлсез №, .2.(211) ава №», 2.(2|2) аге едаа] $0 
еасВ обег, еп аттапеше Ве тафмх соципиз Бу Ве шахипит пиашег оё 7егоз (Вт 
ипсгоззе4, ап еп сгоззе ойф) ап сотратше Ве тафт1сез, ме её 


п(п) + [052п] + 1 < л(4п) — л(2п) < п(п) + 2055 п] + 2. 
'ТБеогеш 7.1 13 ргоуеа. 
ТБеогет 7.2 Гог ату пит питфег п 
п (п) + 2055 п] + 1 < п(бп) — л(3п) < п(п) + 2055 т] + 2. (7.4) 
РгооЕ. [’з с1еаг Ваф 
Мт„ вт (1) = М, зв (21 1) + М, 3п(212). 


Сопз1ег $Ъе ехбепае@ шалсез №», зп(2 1 1) ава №, з®(2|2), хВеге т» = т + т”, 
т = л(п), т” = л(Убп). Гегз сгозз оцё &Возе сопиилз &Ваф Вахе аф |еазё 2 хегоз т 
{Ве том; 1 << т. ш Ще оаа шафих №, з»(2 11), ме ао сгозз ош {Бе сопипиз 
сотгезропате $0 е плипЪегз ру, би < р! < бп, г > 2. ш 1е шаблх Ми, з»(2|2), ме 
а]30 сгозз оиё Ме сопшииз соггезропаше: $0 пашегз оЁ {Ве юга 2, Убп < 2р; < бп, 
т>2. 

1. ТЬе пашЪег оЁ ипсгоззе со[лиипз ш ап о4А шах М№т, зи (211) Ш Ъе 


К =л(6п) — л(п) + [0 п] +2, 


ап Ве пишЪег о сгоззе4 оф сопли Ш Ъе А1 = Зп — А1. 
2. Тве пашег оЁ ипсгоззе сопипиз ш ап еуеп шайлх №», 3, (2|2) 13 4епобеа Бу 5. 
Оп Пе опе Вапа, \е Баме 


#5 > (бп) — 2т(п) — [вт], 


зшсе Бе со[аииз согтезропа 12 $0 {Бе питЪегз 2рх апа 4рь аге поф сгоззе ошф, мБеге 
п < РЕ < 3п; 4рь < бп; ао &Ъе социтиз аге поф стоззеа опф, соттезроп4те фо пашЪетз 
[05 6%], Вет пишаЪег 1$ поф тоге ап 


К5 < л(бп) — 2” (п) — [052 п] + 1. 
Аггапете Ве соГатолз оЁ таф1сез аз ш 'ТБеогеш 7.1 ап сотпратше Вет, ме оба 
п (п) + 2052 п] + 1 < п(бп) — л(3п) < п(п) + 2[052т] + 2. 
ТБеогеш 7.2 13 ргоуеа. 
ТБеогет 7.3 Рог ату пит питфег п 
п(2п) —п(п) > л(п) — л(М2п) + [055 п] — [083 п] - 1. (7.5) 


Ргооё. Сопз!Чег Фе шаблсез Ми»(1) ава Мтп(п + 1), мБеге т = л(п). \е ежева 
{Везе шафт1сез Бу а@4тр т” го\з соттезропате фо Ве замагез оЁ ргииез Р, 1уше ш Ве 
пцегуа] 3 < Р < [М2п]. Геб’з сгозз ойё {Позе со[ллапз Паф Пахе аф 1еаз$ 2 7егоз 1 Ще 
то\з 1 << т», фаКше по ассопив &Ваф 


Мт..2ъ(1) — ЗанеЕ) НЕ Мк, п(п зн п) 
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\е Бауе: 
1. ТЬе пашЪег оЁ ипсгоззе со[лииз ш Ве шабих Мт»(Т) \Ш Ъе 


&1 = (п) — [оз Уп] + [082 Уп] — 1, 


ап4 Те пишЪег оЁ сгоззеа ом со[атаиз 15 1 = п — ЕТ. ТБе Ягзф соло е 4 15 поё сгоззеа 
оф, ап Ъе патЪетз 2 апа 3 ате Боб ргипе ап4 оЁ Фе Юютш 2", 3". 
2. Тве пашег оЁ ипсгоззе сопиииз 1 Ве шабих Ми„п(п + 1) 13 аепоеа Ъу К. \е 
Бауе 
№ < п(2т) -л(п) +2, 


ай Те фофа] пашфег оЁ сгоззе ойф сопитиз м Ш Бе 
К < л(п) — п(У2п) - [082 Уп] + Пювз Уп], 


зшсе атопе $Ве пишрегз п + 1, и -+2,...,2п 4ете 13 опе пишЬег оЁ {Те Югш 2”, апа 
реграрз %Ъете 15 опе шоте патиБег оЁ Ве Югт 3". Аттапеше Ве сопиилз оЁ тафл1сез аз т 
ТБеогешт 7.1 апа факте фо ассоии$ $Ваф Фе пашьБег 1 1$ поф ргие, ме обат 


п(2п) — (п) > л(п) — (М2) + [ювь Мл] — Повз Уя — 1. 
'ТБеогеш 7.3 1$ ргоуе4. 
СогоПагу 7.1 Тре едиайот п(2х) = 21 (5%) Ваз ехасНу 2 зошйопз: х1 = 4, 12 = 10. 
РгооЁ ЮПо\з Йошт &Ве №с$ {Та опг тафТетасз 13 10-п1Аезсеив. 


ТБеогет 7.4 Гог апу пит питфет п 
1 
п(п(п + 1)) — п(п?) > Е 1052 " —и(2п). (7.6) 


Ргоо{. Сопзаег таёсез Ми,и2(Т) ап Ми, и? (т 1), мБеге т = л(п). Эшсе {Ве сопиаиз 


сотгезропаше $0 Не пишЪегз п 1, ®-+2,...,п2 


аге сошллиоп юг Ве шабт1сез, ме сап 1епоте 
ет ап поте Фабейу сотраге {Ве шай1сез Мип(1) ап Мти(п?- 1), \Веге т = л(п?). 
Геб’$ сгозз оф $Тозе содииапз $Таф Вахе аё |еазё опе 7его ш &Ъе гомз 1 <1< тщ. 


1. ТЬе пашЪег оЁ ипсгоззе соГлииз ш Ве шабих Мт»(Т) \Ш Ъе 
м = [082 т] + 1, 


ап4 Ве пашЪег о# сгоззе оф соот \ Ш Бе А1 = п - Ат. 

2. Тье пишБег о# ипсгоззеЯ сотатаиз т {Ве тайх Мим(п? + 1) 13 4епобе4 Бу А. 
У\!е фаКе 160 ассопиф $Ваф аЙ еуеп сорлииз т Ве тафх Мш(п? + 1) аге стоззеа оп, 
ап4 Вот Фе о44 сопиаи$ ошу Возе фо уасВ фВеге согтезроп4 ргиие пилаЪегз Ру [уше 
ш Ве пщфегуа] 72 < Р, < п(п+1). Мое таб Юг оаа п е пишЪег оЁ еуеп солилз оЁ {Ве 
тайх М „(12 + 1) 15 1 шоге Вай Ве питЪег оЁ еуеп сопиз оЁ Ве тах Мт»(1), 
апа $Ъе пилаЪег оЁ оа4 со[атолз 18 1 |езз ФФап $Ъе пишЬег оЁ ода со[алииз оЁ Ве шафих 
С 

Атгапелте; Ве сопиииз оЁ тафт1сез ассот@те $0 Фе тахииит питег о# 2егоз (Вт8% 
ипсгоззеа, Веп сгоззе опф) апа фа ше по ассоци® Вай Аё = л(п(п + 1)) — л(п2), ме 


себ 
№ = л(п(п+1)) - л(п2) > вм 


—и(2п). 


ТЬеогеш 7.4 1$ ргоуе4. 
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СогоПагу 7.2 





(п(2п) -л(п) -1) 
3 








[ово] — 1 < (п?) — (в — 12) < л() - | +2. 


Ргооф 13 сатме@ ошф зпаПалту $0 Ще ргооЁ оЁ ТБеогешт 7.4, сопзегше &Ве тшафтсез 
Ми.„2(Т) ава Ми „2 (2% + 1), хВеге т = л(п) ап@ шайсЬ ше табтсез Ми,2(Т) ата 
Мт.2®(п? + 1), хвеге т = (п). 


7.4 зЗуштейтс геташаег тафт1сез, зуттефгу о{ патьЬег$ оп 
{Ве питьЬег ах1$ 


Эшсе еуеп шиЪегз (те]зилуе {0 &Бе Беспиши? оЁ Ве патЪег ах1з) те]ауе $0 о4 пишет 
ате шоуе опе ип {0 Те 1126 (ог фо Те 1её, 4ерепате оп \м№мсЬ Чтесйоп фо 1ооК), 
егеЮге та Бета 1с$ оп $Бе питЪег ах1з Баз Бесоше опе-з14еа, ап тафБета1са1 асмопз 
Вахе асодите а Атесйоп (Юг ехашр!е: аа4 оп ап шиШр|Нсаюп - фо %Ве 115%, ава 
за тасйоп ап4 @1у15юп фо {Те 1ей) ап &Ъе гези 6; оЁ шабретаЯса] орегаюопз Бесале 
поп-сошила хе, 1.е. г@ауе. 

Г 13 сошр!ебеу шсошртецепз Ме $0 ше мВефВег Ве питЪег “иииа$” 2% 18 еуеп от оа4 
?! АКег аП, $Бе тиллз 1 ошу зБо\уз $Ве Фтес1юоп! 'ТЪе опе-з14е4 арргоасВ о{ сопзегуауе 
шабпетас1алтз фо 7его аз а питрег бигпе4 № по а ЯсНоп, ап Те патЪет$ оп Ве пашЪег 
ах!з Бесаше еда]. 

Майлх шабештай1св 15 Нее оЁ фЪезе зпог6соиииез, ш мер Фе оЪа] сопсерф о 
{Ве пафига] хего О» ш Фе шайлх Мт,2и--1(Ов) 18 пто4дисе4, уЪете их, (Оп) = л(п). Ш 
шах шафета%1с$, Бу Ши! пе а зертлеп$ оЁ а пашЪег ах1з, {Бе Бевахм1юг о{ тафВета са] 
орегаюпз оп &Ъ1$ зелаепв 13 аефегиише4, ап4 {еп %Ъеу аге ехфепае4 фо 1агое зестепб$. 
Еог $3, ш тафлх шабпета%1св, $Ве паллета] сопсерф о а геяАиа] шафтх Баз Бееп 
стеабе4, \Веге $Ъе хего теташаег 13 по |1опеег а ВсНоп, Баф а теа] оБ]есв. 

шп огаег Юг еуеп апа о44 пишЪегз $0 Бе Тосаёе зутейлсаПу м1 гезресф фо зоше 
рошё ш шайлх шабБетай1сз, а тайбтх оЁ гез1Чиа]з м ап о4а пашфег оЁ со[атаиз 13 
сопз4еге4. ТЪе ица е соГалоп о заср а, тадлах Бесотез Ве ах! оЁ зуттеёту. ш шафих 
штабБетай1сз, Фе шафлх Ми, 2и--1(Ор) 18 9 Ешаашеща] парогапсе, мфеге т = л(п), 
{Те епа со[атлиз о мс сотгезроп4 $0 Те пишЪетз О„ ап4 2п, ап4а фе па е сопиии 
13 п, Те рагцу оЁ мЪсЬ аоез по%ф а[\мауз Черепа оп Те рагу оЁ Ве опфегило$% сопипиз. 
'ТБеге ге, пафх шафВетасз зво\з фТаф рагу оп {Ве пишьег ах! 1$ а ге|айуе сопсерф, 
уисЬ 1еа4$ фо {Ве г@амуЦу оЁ а] шабБетаса] орегайюпз оп {Ъе пашьЬег ах15. 


7.5 эсышЕеР$ ргоЫет 


ш [1], ® 18 ехраше4 ш 4ебаЙ Во\ ппрогфапе $Ъе 41 1Ъиоп оЁ ргипе патЪегз ш ат |- 
шейс ргоетез$1о1$ 13. 
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'Треогешт 7.5 Тре агиртейс ртодтезязот, атх + 6;, шйете 1 < 6; <а, (а,6;) = 1 сотатз 


т - 


а 1еа31 


рите питдет$ {0 < хх; < а. 


Ргооё 1$ сагие4 оп ш Ве йатезуогК оЁ тах шабетай1сз. Сопз ег шайл1сез №Миь(р]р) 
апа №„р(р|Тр + в) аз тафтсез УВ збер р, хВеге т = т(р-— 1). Те шаййх Ми, р?(р) 
сап Бе гергезеще4 аз 


Мп, р? (р) = Мтр(р|р) + № ртр +6), 


уж ете 1 < 6; < р- 1, ап4 раза рише паштет. ТБегеЮге, ш шафх табетаф1с$ шафт1сез 
оЁ Ве №югт М), р? (р), \Веге т = п(р — 1), Не Фе рговтезяюп рх; + 6, \Вете 1 < 6; <р 
сопбатз аЙ ргппез рк, \Веге р < рь < р?. ш шайлсез №и.р(р|р) ава №иь(р1р- 5), 
сотрозе оЁ Ве пилифегз р,2р,...,р? апа р-+ 6, р -+Ь,..., р? + Ь же Ш сгозз оф Возе 
сопитпиз $Ваф Вахе аб |еаз$ опе 7его ш &Ъе гомз 1 << т. 

1. Тре пашЪег оЁ ипсговзе соаталз ш фе шабих №„,р(р]р) “Ш Ъе 


я — [052 Р] т 2, 


ап4 {Ъе патЪег оЁ сгоззе4 оп сопипиз Ш Бе А1 =р- [0551] - 2. 

2. ТБе пишфег оЁ ипсгоззе4 сопиииз ш Фе шабых Мир(р|р-+ 5) 13 4епоеа Ъу 5, 
ап &Ъе пашЪег оё сгоззе4 оф со[лалз 15 Чепофе4 Бу Ко. [её из фаКе п\фо ассоииф {Баф поф 
а] еуеп со[от$ ш &Ве шафих М,р(р|р) аге сгоззе4 оф, ап4 Вгота фе од сопиил$ оШу 
Ъозе $0 уЛысЬ %Ве ргипез р ава р? сотгезрова. Мо{е &Ваф юг оЯ4 п Ве пашЪег оЁ еуеп 
со[липиз оЁ Ве шафих Мр(р|р) 1 1 шоге $Вап {Ъе пишЪег оЁ еуеп со[алолз оЁ Ве шафих 
№Мр(р1р-+5), ата %Ве пашЪег оЁ оа4 соГаплия 18 1 езз {Вап {Ве пашЪег оЁ оа4 соГлилиз 
оЁ &Ве шабах Ми(р|Тр +5). Непсе, 


1 2 
вах вые 
2 
эшсе Ве пашЪег 04 сгоззе оп еуеп сопилиз оЁ Ве шафих Мир(р|Тр- 5) оЁ Ве пашЪег 
оЁ о4А со[аталз оЁ Ве шаблх М№„р(р|р) саппоф Ъе шоге {Вай [ев ‚ Бесалзе ФЪеге аге 


ошу [р/2]. Номеуег, ме Баме 
С(т,п,р) = Мтр(р1р +5) — Мтр(рр). 


2 
со[липз оЁ Ве шабых Ми(рТр 5). ТЬегеЮхе, Аз зВо\уз ФЪозе феттаз оЁ Ве ат штейс 


Непсе, №5 > [оеи — 1. ТБаз, 5 зВо\з &Бе пллоЬег оЁ ргипез &Ваф соггезропа фо %Ве 


ргоетеззюй ра; + 6 Таф соггезропа $0 реше пашет. ТБиз, $Ве Ъеотет 1$ ргоуе4 Юг 
ртилез р. 

Еог а сотпрозйе патаБег а, сопз@ег Ве шайсез №, а(а|а) ава №„а(аТта- 5), хВете 
1 <6<а, (а,5) = 1. \е ао сгозз ом Возе сопилиз &Баф Бауе а 1еаз6 опе 2его ш 
$Ъе го\мз соттезроп ие фо $Ъе ртпие Члзотз оЁ $Пе пимафег @. Сопйиите зп Палт|у $0 Фе 
ргооЁ ют Пе сазе а = р ме 2еф {Ваф ЭБшиеРз ргоет мВ Ве Вер оЁ тафих тафТетай1св 
15 п0ф ошу ргоуе4, Ба а]в0 зепочу эбтепеепе4. 
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Сфарёег 8 


Тре Со|аАБасв РгоЫет 


ТЬе агые рго\4ез а, сопс1зе ап ш4ереп4еи зоГаюоп фо &Ве Со|АБасЬ ргоет Бу &е 
шебТо4 о+ тез1Чта] тпафт1сез, уЪ1сЬ уаз 4еуеоре4 Ъу &Ъе алПог. Зоше азресёз оЁ $1е 4еер 
еззепсе оё {Ве ргоеш ате теуеае4. 


8.1. Пиётоаисйоп 


Со]АЪасЬ ш 1742 заввезе $Ваф апу еуеп пашет, отеафег {Пап 4 сап Бе гергезеще4 аз 
$Ъе зи оЁ $\о ргимез, ап апу о44 пашЪег отеафег {Ват 7 сай Ъе гергезеибе4 аз а зит 
Ьтее ргипе пишЪетз [1]. 

Слитеп у, Ве ЮПо\те: збафетепз Вахе Бееп ргоуеп: 


РгорозИлоп 8.1 ТАете 15 а питбет № Иа апу ода питфет дтеадет Фиат № тертезетла Ще 
а8 Фе зит ор тее рутез. 


РгорозИлоп 8.2 “Айтоз аЦ” езеп питфет$ сат фе тертезетле4 аз а зит о} Фо ртатез 
питфбетз, тоте ртеслзейу, Ме питфдег о} езет, плитфетз поф ехсее тд т, ириср, ате поф тер- 
тезетаМе аз а зит о} о ртатез, Ваз отег О(т/ А 2) а8 х — оо, шреге А 18 зоте а 
розйе питфет (поф песеззатИу ат, зтдедет). 


Мобе 6Ваё Ве сопзбат ш О(т/ш^ 2) сап еззешиаПу 4ереа оп йош А. 

Наг4у апа Гл ежоо4 [1] Вт8% ргоуеа Безе збафетлетёз мВ изше а Вуробез1з $Ваф 
Баз по уеф Ъееп ргоуеп. Т. М. Утортадох, [1], [2] ме шапарде4 фо ргоуе %Везе збабетет&з 
шаерепдет у гота 51$ ВуроЪез1з. АП Ъезе ргооЁ аге уегу сошр[ех ап сишЪегзоше. 

'ТЬз сварбег ргом4ез а, сопс1зе ап ш4ереп4епв зо[а1оп фо пе ргоет Со]АЪасВ Юг 
а] пиЪегз Бу Фе шебПо4 о тез1Аиа] тпафлт1сез, \исЬ 4еуеоре4 Ъу Ъе ам ог. Веуее4а 
зоше азресёз оЁ $Ве 4еер еззепсе РтоШеглаз. 


8.2 ВезаАача] тафт1сез 


Сопз4ег $1е ЮПомше тафых, масЬ ме са Ве гетала4ег тах: 
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уТеге а;,; 15 Фе тетатаег оЁ @лАтз фВе пашЪег 7 — 1Ъу Р,, Р; - {№ ришше, п > 2 ва 





пабига] патаЪег, 7% = л(п) - Фе пишфег оЁ ргипез по ехсеедшх п, 1 < 1<п,1<1<т. 
Еог ехатре, 

1 10 
1 20 
1 0 1 
1 


оо <>) 
шш«шон 
венно 


56 


Еот апу пафага| питаЪег 7, Ве гетала4ег шафлх Баз Ве Ю[По\упе ргорег@ез: 

1) ТБе Вгз$ сода сопбализ ошу 7егоз, Вей: патаБег 15 еда] $0 т = л(п). 

]а) ш Те зесоп4 со[алии Ъеге аге оШу опез, тет пишЪег 18 т = л(п). 

2) ТЬе 13% п -6 соципа оЁ фе шафих Ми,» сошфалаз и(п — 1) 2егоз, м\Беге и(п) 1$ 
{Те пишЬег оЁ АШегепе ргипе 4у1зотз патфег$ п. 

3) Ее пишБег п — 1 13 реше, $Веп $Бе 1аз6 п -6В сопилиа оЁ Бе тафх Ми сошалтз 
ехас у 1 тего апа 13 2его ш Фе 1азф [пе. 

Сопзег по\ Ве зыШеа гез14 ма] шабмх Мт„(А), мысВ 1 оббатей Ъу зы йе Бе 
соГлитз оЁ Фе шайлх Миши = Мт»л(0) оп А сопитиз {0 фе 112%, мБеге Л > 0 № 
ап пцесег. Маёиых еетеюё а; Мт,п(Л) 18 &Ве гетала4ег оЁ $Ве Ч1у1з1оп оЁ Ве пишфег 
А; =Л+1-1ю Р, В в Че? риме, п > 2 № а пабага! пашЪег, т = л(п) 18 Ве 
питьЬег оЁ ргимез патЪегз поф ехсее те п, 1 < 1 < п, 1 <1< т. Еог ехатре, 





Мт.т(2) = 


р ь-о 
шфшыфон- 
ыы но 
жом = 
ох ноо 
он - 
но 


Ргорегбу 2) Юг зыШе4 тайлсез 13: 
2а) 'ТБе 1аз6 п, -@® со[ашоп о? $Бе шафх Мип(Т) сощаз и(п,) 2егоз, 
Пепойия 


с(т, п, А) = Мть(Л) = Мть(1), 


) 


ме Вахе [3] 


Мт„»(0) = МЛ) == Мт»(0) — Мт(1) = (Мт(^) 2 Мт»(1)) = 
п(п) — к(п) — с(т,п, А), (8.1) 


Егот $613 ме се 


0 < с(т, п, А) < л(п) — к(п). 


8.3 ТЬе пиа Ме со]атаи оЁ $Ве гетали4ег тафт1х апа 15$ 
ргорегез 


Пей! оп 8.1 Тре пиае сойитт, оф ве течи тат 18 фе соитт, еда гот 
фе ехтете сойиттз ор из тай. 


Пей! оп 8.2 ТАе тапде о} соитлтз т Фе тез4и тайтсез 15 сысшафеа Фу Фе питбег 
о} соитлтз Ффаф ате бефшеет, вет. 
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ОБх\1оцз]у, $Ве геталаег шах М»и„»(А) Ваз а пе собиип { апа ошу Ё п 13 
оа4. ТВе теташ4Аег шабмх М»,»(Л) Ваз а па е сойиип \меп {Фе ощбегиаозё сопитиз 
сотгезропа фо пашфегз оЁ Ве заше рагКу. 

М фе ап оБу10$, Ба ппрогапё ргорегу: Ш ап едиа| пяшаБег оЁ соГлпз аге сгоззеа 
оф оЁ Те $\о еп4з оЁ а шафих мИЬ а пмае сопиои, 4Ъеп &Ъе па 4е соГати оЁ Бе 
тах оЁ апстоззе соГалппз сошс4ез у Ве има е со[атои оЁ Ве ргемлоиз шайлх. 

Мофе фаб %Ве има е сопли оЁ Ще тез1Аиа] шафих шау сошс4е мБ %Ъе пла е 
сопиии оЁ апофТег тез аа] тафих элбЬ аШегепф з17ез. Ког ехашр!е, ш $Ъе гешеалиа4ет 
шабмх Ми 2”—1(1), т = л(п), Ве ехтеше сойшипз сотгезров4 {0 фе пашфегз 1 апа 
2п — 1, ап4 Фе има е со[алои согтезропаз $0 $Ве пашЪег 9% ап4 сошсез м1 Ве па е 


т 
сопли оЁ фе шабих Мт,2и+1(О»), \Беге т = л(п), О, = ПР. 
—1 


1= 
Тре зтаез$ гез1Чиа] платах 6Ваф Ваз а па Ме сопити Ваз $№тее сопли. 


8.4 Тье пча ще соатли оЁ а тафих апа &Ъе 
Со]АЪБасВ рго ет 


Треогет 8.1 а) Апу пафита| сотрозйе еует питфет сат, Фе тертезетйей аз фе зит, о} 
ро ртитез, 

5) Апу пафита| езет пиитфег дтеаег ат, 6 сат 6е тертезетёеа аз Фе зит о] о 
фрретета ртйтез, 

с) Апу пита ецет, питфет дгеадет Фат, 8 сат, де тертезетде4 аз зитз о} тее @Дететя 
ритез, 

4) Апу пафита ода пилтбет дтеафет Фат, 5 сат, $е тертезетде4 аз зитз о} тее ртатез, 

е) Апу пафита| питфдет дтеает Фиат, 17 сап, %е тертезетде4 аз а зит @тее @ДететА 
ритез, 


Ргооё. № за сез $0 ргоуе ргоребу а ) оге ), {\е тезф оЁ Теш ЮПо\. Сопя4ег %1е 
штабтх оЁ гез1Аиа]5 М»,2и—1(Т), \Веге т = л(п). Засв а шафмх Ваз а па е сопли, 
эшсе # Ваз ап о4Я пишЪег оЁ сопитиз. Тумо со[аатз оЁ Ве штабах Ми, 2„_1(1) аге саПеа 
зушштейс Ш Ф1еу аге если 15а Рош Ве има е соплюпт. ОБуючу, Фе зат оЁ Те 
питьЬетз соггезроп4 те фо зуштейтс со[атпиз 18 2п, \Пеге п 13 Ве пла е соллап. 

Гефр’з сгозз оц а сопипиз оЁ Бе шафих Мт,2и—1(Т), Ве пишЪетз оЁ мыс соггезропа 
фо сошрозЦе пишЪегз. Аф &Ъе заше те, ме 4о поф сгозз ой Бе пла е соли, \асЬ 
сотгезропаз фо Бе пишьЬег 7. ш Ёс6, ме саггу оф Ще чеуе шебфо4 Юг &Бе пишфетгз 1, 2, 
3... 20 -— 1, мои стоззше оп Те пашьЬетг$ 7. 

Еог апу еуеппезз оЁ Те пишЪег ж, $0 {Ве ей оЁ те па е сопли, ипстоззе со[Глит$ 
уВозе пишЪег$ согтезропа $0 ргипе пишБегз Р;, мБете 2 < Р); < п, аз ме] аз Те Вг%& 
сопити (Фе ип 18 поё ргише ап поп-сотрозце патЪег). Тиз, $0 Те 1ей оЁ фе па е 
сопипп, Ве патаЪег оЁ писгоззе сопитиз %Ш Бе л(п). То {Ъе т1=1% оЁ $Ве пиае сопиоп, 
{Бе соштпз У\рВозе пашЪегз соггезроп4 $0 ргитез Р,, \мБете п < Р‚ < 2п. Таз, 40 Ще 
112% оЁ Ве па е сопита, Ве пилоЪег оЁ ипсгоззе сопипиз %Ш Бе л(2п) — п(п). 

Еог ехашр/е, Юг п = 11, \е Вахе т = л(11) = 5. ш Ве шайлх Ми. 2и—1(1) = Мь,21(1) 
фо {Те 1еЁ оЁ Ве има е сои п, = 11, Фе ипсгоззе4 со[атпиз соттезроп4 $0 Ще пашЪетз 
1, 2, 3, 5, 7 ; айа фо Ве т12Ъё оЁ Ще па е соГаши, Ве ипсгоззе сопиипз соггезропа 
фо Ше питретз 13, 17, 19. ИП 2п — 1 ва рише пашьБег, &Веп ме 40 поф сопзег №, зшсе 
6 \Ш Бе зушштейлс ипсгоззеЯ Втзё сопли. 50, фо Те т121% оЁ Те ина е сопли, же 
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Тауе 3 ипсгоззе сопитлз, мас соггезропа $0 Ве пишете 13, 17, 19. Оп Те ей, Ъеу 
сотгезропа фо 3 зушштейлс о44 соГаталз. Вл $0 Фе Пей оЁ Ве ила е со[алпи ме Ваме ошу 
1 сговзе4 оф оЧ4 сопитиа соттезроп@ те $0 Пе сотшрозЦе питрег 9, $Ве 1366 сопла \ 
Бе зуштейлс $0 № (\ИЪ тезресв фо п). ТБегеЮге, ш а@4Июоп {фю Фе 114 со[атаи, Феге 
ате &\о шоге раз оЁ зушшейлс ипсгоззе сололз (17 ап4 5) ап4 (19 ап4 3), ава \Ъе 
зип оЁ фе пишфетз сотгезропАте $0 Фе зутшейтс сопипиз 1$ 2% = 22). 

ОБ\уюизу &Пе со[атпт 1$ зумтейтс ап писгоззе соГатпи сай Бе еТег эт кебточе1 ог 
ипсгоззеа. & гешализ $0 ргоуе Баф Юг апу п {Ъеге 13 а |еазё опе рат зуштейлс ипсгоззеа 
сопипиз (ап Ве зат оЁ 1е питЪегз оЁ $Ве соггезроп4 те зуттейтс сопитиз 13 еда] $0 
2п) ава $1е Со!АЪасЬ ргоЫега \и/Ш Ъе зоуеа. 

[1 Ве сазе оЁ Ве шаш шабих Ми, 2и1(О»), \Веге т = п(п), Ве ехтеше со[аииаз 
оЁ \шсВ соттезроп4 фо Ве пашегз Оз, апа 2, $0 &Ъе т1е 1% о Те ила е со[алпи ме Вахе 
п(2п) — л(п) ипсгоззеа сопитиз. Оп Ве 1еЁ &Веу соггезропа $0 л(2%,) — л(п) зушшейлс 
о соГлотз. Виб Ве шафлх сап сощфаш апстоззеа зпаре сопитиз рхж ай рь*, мые 
аге зушшевтсаПу 1осабе4 те]а\луе фо %Ве ила е сопиип апа р; * рь* = 2п. Ап ехатре 
оЁ зисВ а раш: 1$ &№е ипсгоззе4 со[атпиз р; апа рь, 1осафе аф ФЪе с1озезф 4з$апсез от 
{Ве пмаае со[алао п (ш опе Чтесвоп ог {\е обЪег), # {Ве 4156 апсе Ёош р; © Фе пашЬег 
1 13 {№е азбалсе гот рь фо Ве пашрег 2% — 1, ог Ш Ще Азапсе ош р Фо Ще питег 
1 13 едпа] $0 Ве 4 апсе гот р; во Те пашЪег 2п — 1. Весамзе Юг апу еуеппезз оЁ Те 
питрег я, $Бе еуеп ап о4А со[атиз \Ш Ъе ате |осафе4 если А1з$ ат Нот т (Фе гапое 13 
сасафеа Бу &\е пишЪег оЁ сопиалз). 

Т аз ш \е шайлх Мт,2„_1(Т) еуев сопиииз геахе фо оа4 соли тоуе4 Ъу опе 
$0 {Ве 1156 апа Фе пашЪег оЁ еуеп сопипиз (соттезропАтя $0 еуеп пашфегз) ш &Ве 
шабх М, 2и—1(1) 18 опе 1езз {Вай &Ве пишЪег оЁ ода со[аталз, Веп $0 {Ъе 1126 оЁ п 13 


овен — 1 шоте со[атпиз Бат оп Ве 1еЁ, зо гесаг]езз оЁ $1е ратбу 


стоззе оф Бу 2 
оЁ п, поф оШу еуеп со[алпи$ аге аттапее зуттейлсаПу \лёЬ гезрес® фо Фе п, соли, Би 
а]зо о4а. ш &Ъе шабх Ми,2„—1(Т), сгоззше оф $Возе со[алиаиз рк аф аге зушитейлсаПу 
1осафе4 $0 зоше сотпрозКе со[тиз Нот Ве ищфегуа] [1, ®] апа &Возе со[алииз ру, УШасЬ ате 
осаде зутптейчсаПу фо зоше обВег сотрозце сопитиз Нотт Те гапее оЁ пафига] палаЪетз 
п,2п — 1]. №ме Ва ш Ве шабйх М»и,2,_1(1) ФЪеге аге Ш шоге ап опе рат оЁ ру 
ап р; сопиииз $Ваф аге зуштейле ап4 ру + р, = 2п. ТЬ1$ 15 апе $0 Ве Ёасё фВаф Те 
зушштебгу оЁ Те соГатпз оп $Ъе пашетса] ах1з, ш а шабих м а пиа4е со[атои, 13 
ипатЫ лот, 1.е. а сода от Фе [1,] пцегуа] сап Бе зуттейлс $0 оШу опе сопиии 
Бот &Ъе [п, 2 — 1] пфегуа1. ТБегеЮте, Юг п > 5, ме Вахе 


п(2%) — п(п) > [055п] — 1, (8.2) 


п(п) + [055 п] +1 
2 





п(2п) — п(п) > и(2т,). (8.3) 
Сошрагше {Ве уааез оЁ Ве Югииаз (8.2), (8.3) ап4 сопзАегше и(п — 1), и(п), (п 1) 
ог и(2% — 1), и(2%), и(2т - 1), ме агыуе а& Ве ргоо} о Цетаз а), Ъ) ап4 с) оЁ 'ТБеогеш 8.1. 

ВебатАше Цешз 4 ) ап4 е ), \еу сап Бе обашей от Цетаз а ), Ь ) ава с ) Бу 
за гасит а рише Йош апу о44 пияшЪег ап4 ргезепиие Ве геза ше: еуеп палоЪег аз Бе 
зи оЁ $0 ргипез. ТБе зате сап Бе оБфате4 Бу сопз1Аегте Ве соли оЁ Те шах 





Мт,2.—1 (1), Ъеге т = л(п), мысЬ сотгезропа $0 Ве питЪегз 2% — 4, 2п — 3, 2п — 2, 
2п — 1 ап4 2%. ОЁ%Ъе ргиае АГ\лзотз оЁ $Пезе пишегз, уой сап а\мауз Впа 3 засВ питаЬегв, 
{Те защ оЁ \ыеВ мощ Ъе 2и — 1. ТБаз, ТБеотеш 8.1 13 сошр!ебе]у ргоуеа. 
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ТБеогет 8.2 Апу пафита[ сотрозйе езет, пилтфет 2т сап, 9е тертезетйей аз 1е зит, о} 
во ртбтез 18 а4 (еазё 5 [ово п] тез. 


Ргоо}. 
1) Е\гз6, аззате &Баф и = р за рише пишфег. Уой пее $0 апз\уег &Ве диезЯоп: 
ехсерё р + р = 2р = 2п ш о 6 Шете Ъе а ра оё 415 сё ргипез р; апа рь, Юг \№МсЬ 


р: + рь = 2р = 21, (8.4) 


апа Бо\ шапу шоге заср райтз сап еге Ъе? 
Ву ушше оЁ Ве ргорегиез оЁ &Ве ге]аопз (1.6), (8.2) ава (8.3) ме Вахе 


[т (ре) — Рт(рк)| = [ит (ре) — ит (к) = 1, (8.5) 
[т 2”) — Рт(рЬ)| = |902") — и(рь)| = 0, (8.6) 
[т 2”) — Р(рк)| = [т (2”) — ит (фк) = 1, (8.7) 


уБеге 1 < 2" < р. Эшсе Ве еапаПиез (8.5) - (8.7) аге уаПа Юг а сотатайопз оЁ сопипиз 
(питаЪегз) 2", р; ап4 рк, еп факте п\о ассоииё (8.2) - (8.7) же соше $0 {Бе сопсазюй 
$Ъаф Ве питЬег о рашз оЁ АЁегеп® ргипез р; ап4 рь, Юг “с р; + рк = 2п, 18 поф 1езз 





Ва р [05 п], Бесаазе ргиие пашаБегз ШКе р# = 2" + 1, ру < р Вахе Фет ратгбаетв ру, 
уБеге ру + ри = 2р. 

2) биррозе п 1$ а сошрозце патЪег. Эшсе &Ве пишЪег оЁ ргипез р; аф Баме зут- 
тес (теахе $0 $Ве па сопитп) сотпралотз гот ргипез рк Аереп4з оп Ве уаае 
[055 п], “мсЬ Фегз ШЙе гота ФЪе сазе я, = р фегеЮхе, фак ищо ассомив (8.2) - (8.7)), 
уе оБфали &Пе ргооё о? 'ТЪеогез 8.2. 

ТЬиз, Со]АЪасЬ’з ргоета 18 сошр!ебеу зо]уе ап4 стеа у эбтепэепеа! 


Мобе. [№ СоЪас’$ ргоет \меге югищафеа ав: 
Апу пафита езеп, пилтфет сат, бе тертезетфей аз Фе @ететсе о} Фо рттез, 


$Веп 16$ ргооЁ мощ Ъе шисЬ еазег, $Ве пфегргебамоп оЁ $Ъе пашЪег ах!з оп Ве рагф оЁ 
шабБетай1с1ал$ ап4 ша ета 1с1атз уоч]А сВапее \ оц иппесеззату Ася Нез мот А 
тшапаре мВ ошу \пое патЪетз. 

Р. ТВе 5. ТВе ргооё оЁ $Ъе Со|АЪасЬ ргоет Ъу Ртоеззог Уштовтааоу 13 регсауе4 
Четеп у. п Ёас%, Ртоеззог Ушостаоу ргоуе4 Со]ЧЪасЬ’з рго ет ог гейце4 ?! АКег а/П, 
$Ъе пишЪег этеафег $Вап \/Б1сЬ аП еуеп паиЪетз аге гергезепба е аз а зала оЁ $\о ргииез, 
13 0 |атре $Ваф еуеп “ИБ тоаегп фесбпоюду 1 18 ппрозз!Ые фо Чебегоше №! № фиг оф 
{Ъаф Пеге аге а Базе пашЪег о{ еуеп пашфетз або \ТисЬ %613 ргооЁ зауз поте. №5 
$0 шепйоп пезауе еуеп питабегз. Етот аП 413 № ЮПо\жз 4Ваф, ассог@те $0 $Ъе 10в1с оЁ 
ех1з пе шабВета%с$, песайуе еуеп пилаБегз а]з0 40 поё ех1з$, аз ме] аз песайуе ргипез 
Чо поф ех136. Виф 4оези”6 $113 сопбта1с® Пе ог1ета] аеби ой оЁ $Ъе пашЪег ах1з ап4 1еа4 
$0 Ме аБзигА№у оЁ $\е шаш ахош оЁ ех1з6 ше (с1азз1са]) шабета сз, \асЬ зауз аб 
“Бе пмтофег 2его 0” 15 а паре оЁ а пщерегз ?! 

[$ зеетз $0 ше, гесат]езз оЁ еуегуб те, РтоЁеззог Ушоетааоу ргоуе4 %$Ваф ехззия 
тшабВетасз 13 Верезз Юг зом ше ргоМештз ш \сВ Ве г@амюотзМр оЁ оБ]есфз оЁ “Ч т- 
Воке]у 1атое” апа ‘Чшбпие]у эта] э17ез 13 сопз1егеа. 'ТЬ1$ сопсаз1оп зеетз $0 ше шисЬ 
тоге уалаа е фВап &Те ргооё оЁ Со!АЪасВ’з ргоЫеш зе! 


Уетеуап, 2013. 
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Сфарёег 9 


Вез1Ача1 Мафтх Ргорегйез 


Пей #101 9.1 Ветатаег тайлсез Таф раде Фе зате зе, ила п(п), 1еп9® п, ате 
саЦе4 зитщат. 


Ехаштр]е. Майлсез Мти„(А1) ава Мии(А2), мВеге т = п(п), | А: — А2| > 0, А+, А2 ате 
пафига] пилаБете. 


Пейш#оп 9.2 бисА тайлсез Фа Ваде сотитот софитптз ате саЦеа зм}Не4 тетоатает 
татсез. 


Ехаштр]е. Маб1сез Мт„(А1) ава Мт„(А2), мВеге т = л(п), 1 < |А! — А2| < п. 


Пейш#оп 9.3 б'исй тайчсез Фи 40 поф Вале соттпитопт, соитлтз ате саЦе4 оррозйе теза- 
и тайчсез. 


Ехаштр]е. Мабт1сез М»„(А1) ав Мтп(А2), мЪете | №1 — А2| > п. 


Тьеогешт 9.1 Тйе тайля Ми кп(Т), шйеге т = п(п), т > К 13 а пай питфет, сат, фе 
тертезетле аз Фе зит ор Е оррозйе таичсез, еаср, о} иясй, Ваз п соитпть... 


Тре ргооё 13 оБу10пз, зшсе 
Мио (1) = Ми, (1) + Мии(п + 0) + Ми8 ++. + Мик - 1+1. 


Тьеогешт 9.2 Те тай М»т,2и(Т) ийете т = п(п) сап Фе тертезетдей аз Фе зит, о} 
етеп, ап4 оа4 тайтчсез. 


Тре ргооё 13 {гг а], зшсе 
Мт,ж( 1) = Мп (21 1) + №тв(2|2), т = (п). 


ТБеогет 9.3 [ опе оф Ше ехете соиттз ата фе тиае сомтпт ор Фе тат 
Мт,2т1(А), шрете т = п(п), А 13 а пита питфег, сотфалтз зето тетиатаег т ату 
тои 1 <1< т, Меп Ше офет ейтете сойитт ор Фе зате тайтл сотфалтз зето теталтает 
т Ше зате тои. 
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Ргоо{. Зиррозе Аз ап Ль согтезропа фо {Те ехётете со[алппз, ай4 Ас - ю Ме па4ае 
соли оЁ {фе шах Ми, 2-1 (А) 

1) Геб?з зау 21 Л, 2 1 Ль, 

Би р;|Ла ава р; Ле, мВеге 2 < р; < п ва рише пашрег. ТЬегехте, р;|Ль ап4 у1се 
уегза. 

2) Герз зау 2|Ла,2|Ль, Баё рИЛь апа р;|Ас, мВеге 2 < р; < п ва рише шитрег, 
{ВегеЮте, р;|Ла ап м1тсе уегза. 


СогоПагу 9.1 Ш р Ла, р Ль, ре Ас, Теп рп ата Фе питдег Л + п соттезропаз №0 те 
пи4Ще софитт, о} ®е тайтл Мт,2и--1(А), ийете т, = п(п). 


Ргооё {тглаПу ЮПо\мз Нот Бе ргооё оЁ 'ТБеогет 1.3. 


СогоПагу 9.2 Тйе тлайе соитт о} Те тайлат Ми." (А), ишйете т = п(п), раз по 
дето тетиалтает т, фе тои 1 << т, Ч а [еа$ опе ор \е ейтете соиттз раз по ето 
тезз4иез т Фе Итез 1 <1< т. 


Ргоо#. Ву ТЬеогеш 9.3 16 13 Кпо\и (Баф 1 ш Ве табх Ми, 2и--1(Л) Ве плааЪег п сошатз 
а, ргипе оаа Чзог р; < п, Вей (Ла, Ле) 72 1, (Ла, Ль) = 1, (Ль, Ле) == те. Вахе а сотой 
Атузог. ТГБегеЮте, (Ла, Ль, Ас) 7 1. Ва # Ла ог Ль 40 по Вахе а соттоп ргипе оа4 @1у1зот 
р; < п, {еп \е её (Ла, п) = 1, (Ль, п) = 1, (1.е. Ла апА Ль аге соргиае патЪегз), $ВегеЮге 


(Аль де = 


Треоге 9.4 // Ме пиае соитл о те таёмт Мт,2т—1(1), швете т = п(п), сопдайтя 
а [е43$ Фо ето теталтаетз т, Ше тоиз 1 << т, Шеп опе о} Шезе 2ето тетатаетз 15 
т Фе [тет = 2 ог т Ше (те1= 3. 


Ргооё. Сопзег Ве шайах Ми,2и--2(0»). Нете 0», 1; а пабага| хего 
т 
О = ПП» т =л(п). 
= 


Ты шафих 13 обаше Вот Ве шайлх Ми,2„_1 (1), ааа $0 # ош &\о заез аюпе Фе 
сопиии, \еЬ соттезроп4 $0 $Ъе пашЪетз 0» апа 2%. [6 13 с1еаг $Ваф Ве ила е соГатппз 
ОР $Тезе $\о тайлсез сошс4е ап согтезропа фо Фе пашЪег п. 

1) Ге 21 п. 

а) Еог 3 | п \е &Ъеотгет 13 с1еаг, эшсе Бу Ве Буро Тез оЁ {1е &Веотет % 52 3". 

Ь) Еог Зфп, ог Зп — 1 ог Зп + 1. а Бо&В сазез 5|п, Бесалмзе 5|0„, ап4 т = 5". 

2) [её 2 | п, агоише а]з0, ме соше $0 фе сопсаз1юп Ф1аф {Те $Веогет 13 ргоуе4. 


СогоПагу 9.3 [\е тлайе соитт ор Ше тай Мт,2т—1(А), шрете т = п(п), сотфайтв 
а [еа31 о 2ето теталтаетз т Ще тошз 1 << т, Шеп опе офор Щезе зето тея4иез 15 
т Ше [тет = 2 ог т Ше (те1= 3. 


Ргооё. Эшсе Юг апу рагбу А Фе пишЬег п сотгезроп@з $0 Фе ина Че сопиип оЁ бе 
шабих Мт,2”—1(А), Фе ргооЁ оЁ СогоПахгу 13 фтиула]. 


Срарфег 10 


эапаге таёт1сез. Косизез оЁ гез1 Чиа] тафг1сез 


Пей в1оп 10.1 Тре тетатаег тай Мт»(А), ийете т, = п(п) 15 саЦе4 здиате } Фе 
питфег о}; соитлз п, 13 едиа 10 а регресЕ здиате а пафит питбег. 


ей 8100 10.2 Фа соитп о} Фе тат Мт»(Л) Ваз зето тезз4иа; т \е зате тошз 
а фе едтете соиттз ое зате тиайтчх, Феп, зисй, а соилтт, 13 саЦе4 Фе юсиз, ап Фе 
ощеттоз& соиттз ате саЦе4 Фе я4е росиз ор Низ тайтх. 





Еог ехашр/е, Юг Л = 9, п = 8, т =л(4) = 2, Ве шабых М№М2(9) Ваз $Ве Югш 





В\л; 910 п 12 13 ща 15 16 
М»з(9) = 2 тотОотгото 
в о © 1 


Те соли сотгезроп те фо {Ве пиштЪег 12 15 Фе Юсиз. 


Треогет 10.1 Рог апу тлитбег а, Фе тан о} тез 4иа 18 Мт,.2а+2(а?), т = п(а-+ 1) ваз 
а юсиз (апа Вептсе зз4е юсизез). 


РгооЁ. Тве шафх Ми,2а+2(а?),т = л(а + 1) 5 сошрозе оЁ Фе пашЪегз а?,а? + 
1,... ,@+1)? = №. Тье Вгзё сойай соггезроваз 40 {Ве пишЬег а, мыс 18 авлзе 
Ые Ъу а. ТБе 1аз$ сопли соггезропаз фо &Ве пашфег 62, ысь 15 агязчЫе Бу 6 =а-+1. 
'ТрегеЮте, Ве со[атап соггезроп те $0 Ъе патЪег а(а + 1) 13 Ме Юсиз, ап4 $Ъе со[апиз 
сотгезропаше фо {Не пишЪегз а? апА 6? аге зесоп4агу юсизез. ТВе {Веогета 15 ргоуе4. 


Треогет 10.2 ТАе @ететсе о} \е здиатез о} шо пафиты питьфетз Ваз а осиз. 


Ргоо?. Сопз!Чег {Ве шайсез Ми, а2(1) ава Ми, ь2(1), мВеге 0 <а < 6, т=т(ъ). 
эшсе фе едаа у 


и(а?6?) = и(а?) + ь(6?) = и(аб) = 5(а) + 5). 


[её  Ъе е Юсиз оЁ {Ве АШегепсе оЁ тпаё1сез М, аз (1) — Мтьз(1). Твеп, 4ерев4 1$ оп 
{Бе уа[ае оЁ $Ъе 1етепсе (5 — а), Ве ЮПоулие: те]аюоптз Бо]а: 

а еб а ор. 

2) а <з<а?, Нах. 


Треогел 10.3 ТАете 13 а т4айот 
п(п) — [1052 п] — 1 < л(4п) — п(2%) < л(п) +1. (10.1) 
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Ргооё. Сопз!4ег $Ве шабт1сез Мт,2(Т) ав Мт,2.(2п + 1), мЪеге т = л(п). Геё’з сгозз 
01$ аП %озе со[атпиз оЁ $Везе тпафл1сез, еасЬ оЁ \1сЬ сопфали$ аб 1еаз$ опе хего гетали4ет 
ш е гомз 1 <1< т. ТБеп ме Вахе 

1) № Ме шайх М»т,2.(Т) е пашЪег оЁ ипсгоззе сопитиз 


К > [052 п] +1+л(2п) —п(п). 


Аф Те зате $1пе, 1 13 фаКеп шо ассошив Ва Ве сопиип сотгезроп те $0 фе питьег 1 
13 а50 поф сгоззе отб. 
2) ш \е шаблх Ми, 2. (2% + 1) Ве пашЪег оЁ чисгоззеа со[латз 


Ко = л(4п) — л(2п) + 1. 


Гер’з аттапее &Ъе со[атоиз о# тафт1сез ассот ие: $0 Ве тахшииа питаЪег оё хего гез1Ч ла] 
зо Таф оп опе э14е %Тете аге ипстоззе сопитлз, апа $Теп сгоззе@ ой$. Сотратше Фе 
шайтсез мБ зисЬ ап атгапоетенв оЁ со[атолз, ме оБфаш &Ве г@воп (10.1). Тыз ЮПозиз 
Бот Пе Ёасб Баз 


Мт,2ъ (2% + 1) — Мт2,(1) = с(т,п,2т +1). 


Треогет 10.4 ТАете 13 а т4айот 





2 [022 п] —1<л((п + 1)2) -п((п- 1)2) < 2 [0852 п] + 1. (10.2) 


РгооЁ. Сопз&ег {Ве шабтг1сез 


т2 


Анд) аа МР, = [| па - 17) 


Гефр’з сгозз оф а] Возе со[атпиз оЁ Безе тадт1сез, еась оЁ св сопфалтз аб еаз$ опе хего 
тетата4ег т Ве гомз 1 <# < л((п — 1)2) = т. ТБев \уе Вахе 
1) 1 Ме шах №, (211) (Ве пашЪег оЁ ипсгоззе4 соГаталз 


м =л((п +1”) -т(п- 1) + 





2) ш Ме шабах №„,л(2|2) фе пилЪег оЁ ипсгоззе4 соли 
К = 20521]. 


Гер’з аттапее $Ве со[атолз о# тафт1сез ассот ие: $0 Ве тахшии патаЪег оё хего гез1Ч ла] 
зо Паф оп опе э14е &Вете аге ипсгоззе4 соГлипи$, ап еп стоззеа оп. Сотратше тайт1сез 
улёЬ зисЬ ап аггапоетет® оЁ со[лиопз, ме оБфат фе гайо (10.2). 


СогоПагу 10.1 ТАе юЦоилтд т@айоп, ро 


п(п) + [ов2 т] 1 
2 





1 <л(4п) — п(2т) < л(п) +1. (10.3) 


Ргоо[. 

Сопз14ет Ве шабсез Мт,2.(2|2) ава №,2(2] 1), хЪеге т = п(2п), т’ = л(п). 

1) ` Фе шабах №„2.(2 11), сгозз ой аП Фозе соли, еасВ оЁ мс соггезропаз 
{0 а сотрозце пллофег. ТБе пашЪег оЁ ипсгоззеа соли ш 1 1$ 


К =л(4п). 


оалаге тпалсез. Госизез оЁ ВезЧиа] Майл1сез 65 





2) Тве шабх №,2»(2|2) 18 еуеп, зо ме Ау1ае еасЬ оЁ 165 сопитиз Бу Ве залаге оЁа ргиие 
пишаБег ра, \Вете 2 < р < У4п. \е ещег {Ве тези ше: гез1Чиа]5 ибо {Ве соггезроваше 
соло з оЁ 6015 шафмх. Беб’з сгозз ойё а] $Возе со[атлиз оЁ 6513 шайбих, еасБ оЁ \РасЬ 
сопфализ аб |еаз$ $\о его тез ча]: 1 < <т1<# <т%*. ТБе шиифег оЁ апсгоззеа 
сопли ш № м Ш Бесоше 

Ка = п(2т) + [055%] + 2. 


зшсе атопе Ве паштет и +1, п + 2,...2п Фете 1$ ошу опе пашет оЁ Ве Ююгш 2”. 

Геф аз агтапее &Ве соплюлз оЁ $Ве тафлсез ассотАт$ фо Ве тахпиаит питаЪег оф #его 
тез ла] зо $Ваф оп опе з1ае ТЪеге ате ипсгоззе со1лалз, ай еп стоззеа оф. Сотратте 
{Бе шафт1сез у зисЬ ап аттапеететв оЁ сопли, ме оба Ве гаё1о (10.3). 


66 


Е. МКебитуап-Мафтх табВетас$ 





Сфарёег 11 


Ауегасе гез1Аие тафтх. вуштеф&г1с тайсез 


Пейшвоп 11.1 А тайлх фай Ваз а пла@е соитл, Фа соттезрот 48 0 а пафит питбет 
15 саЦе4 а пааЩе тайлх. 


Треогет 11.1 Ша тайчх ваз а плае софитт, епт, & ао Ваз а пиаЩе тай. 


Ргооё. Сопз4ег фе шафмх Ми, 2,1 (А), т = л(п). [Ц Ваз а па е собиип, Ъесамзе Юг 
апу рагфу оЁ Ве пашЪег А, №3 ощегиоз$ сопиипз соттезрой4 фо пиштЪегз оЁ Ве зале 
ратиу. Рог 2|Л, $Веп 2|Л + 2п, апа юг 2 | А, еп 21 л+2м. 

Егош &Бе е4еез оЁ $15 шах, сгоззше оп фе заше пишЬег оЁ пл соитиз, \еге 
1 < п! < п, Ще штабах Югше4 Вот Ве пистоззеа со[атпиз \Ш Бесоше Ве ауегасе тафх 
оЁ Ще тетала4егз оЁ $Ъе ргеу1оиз тафих. 


СогоПагу 11.1 А тай ий а таа@е соштт, Ваз а сетфалт питбег ор пла Ще татчсез, 
фе зтаПезЕ о} иисй, сопфатз 3 сити. 


Тр\$ 13 обуючцз Рош Треогешт 11.1. 


СогоПагу 11.2 Апу питфет сат фесоте фе тя4е соитп, о} а сетфат питфдет ор пиаЩе 
тайтсез. 


Ргооё. ТаКе апу пабиага] патЪег №. Оглае %61$ патЪег пфо ргипез л(п), п < №. Егот 
$Ъе тез п гез1Чиа]8, ме %мШ сотрозе Ве соаши М, \мсВ сотгезропаз $0 Ве пашЪег 
№. Оглате Ве патЪегз (№ — п), (М -п+1)-.., М + тп Ъу ргипез л(п), ме сотшрозе 
Вош \Феш гетало4егз &Бе соплолз &Ваф, босе ег \мёЬ Фе сою №, Югш 4Ъе шафих 
Мт, эта (А — п), т = п(п). ТЬезе сои ате 1осаёе ой Бо з4ез оЁ \е № сопли. 
ТЫз пемх шабых 15 фе пе шаблх оЁ Ве ог1еша] шах Ми2м+1(1), т = л(п). ТБе 
па е сопли оЁ $15 тафих соттезройаз $0 пе пашЬег №. СогоПагу 11.2 13 ргоуе4. 


СогоПагу 11.3 1} гот Фо э14ез ое тайге Мт, "1 (А), т = п(п), Фе тааще соштт 
ор иисй, соттезротаз ю Ше пиитбет А* зе оф соштлз 


А — т, № м +1)... , А, № Т.А, 


ийете 1 < та < п, ШМеп Ме ипстоззе4 соштлтз Фодейет ш А Фе А соштлт ил отт, а 
тайчх, ирасй 15 Те пла е таймс ор \1е ртелоиз тайтх. 
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Ргоо 15 гла]. 


Мофе. ТБеотеш 11.1 Бу Цз сопзеаиепсез Шлайз $Ъе “розИйуе” зесмоп оЁ {Бе паяшЪег ах, 
УТисВ 1$ заБ]есф $0 эба4ау. Ви факКше Те пишЪег 0„ аз а пабига] опе, ме сап ехбепа 
$Те ргорег@ез оЁ $1е има 4е сопли апа $Ъе ицае тафих $0 Ще певамуе ратё оЁ Фе 
питег1са] ах1з, сопзегште 0» аз Ве има 4е соли оЁ &Ве шафих, $Ве ехфтеше со[апиз 
оЁ \мысЬ соттезроп4 $0 Ще пашЬегз —а апа -а. 


Треогет 11.2 Тре пиае соитт, о} 1е тат М„ь2(Т), шйеге 2 < р 18 а рите пит- 
бет, т = п(р), соттезропаз №0 а рутте питдет Ру, В, >Р. 


Ргоо{. Сопз@ег Ве тах М»,р?(1), \Теге т = п(р). Эшсе Из ехфтете сопитиз согте- 
зроп4 $0 о пишет, № Ваз а ие сопити. [е6’з 4епоёе № Л*. Оп Бо з14ез оЁ $13 
шафт1х, сгозз оп &Позе соло Таф Вахе 2его гез14па]$ ш %Бе гомз 1 <#< т. 

Мофе Таф Фе пашЬег Л* 1$ поё стоззе оф, Бесамзе, поф шау сопбаш о ргипе 
Ч\зотз < р. Эшсе Л* 15 ао {Ве пмае сопли оЁ Фе таййх Ми, р2+2(0»). О{Вегулве, ме 
себ (Паф Те пишфег 1 13 сотрозЦе. ТБе пашег А* 1$ аф едиа] 4 апсез Нот Ве паЪег 
0, ата ош &Ве пашЪег р? + 1. Виё # звош@ поё Ъе сопёазеа ИВ Ве агтейс шеай 
оЁ 1 ап р”, ог (-1) ава р?. Тьегейте, 4№е Аглвог оЁ Ве пилаЪег Л* 18 по ш {Ве сопиии 
фаф сотгезропаз $0 Фе пашфег 0 = Пу ре, т = п(п), п = р, ап4 ш Фе сопиип Ва 
соггезропа$ $0 фе пиштрег 0 (7его), ап ме аззите {1аф 1% 13 а шаре оЁаЙ питЪегв. 

Тре пишаБег Л* \ЛИ реф хего геташ4ег оШу \Веп {фе улафь оЁ {Ве шафх Му, р? (1) 
Бесошез еда] $0 т», 1.е. мВеп \Ш ме Баме т = т„ = л(А*). 

'ТБиз, \ме сеф фаф Л* 4оез поф Вахе а ргиме Я1\/1зог < [14/222], {ЪегеЮте Л* 18 а рише 
питрег. ТБеогеш 11.2 13 ргоуе4. 


СогоПагу 11.4 [Ме питфет р? — 1 18 пора тщише ор 5, Феп Фе питфет р? + 1 18 а 
тире оф 5, шрете р 18 а руте питдег. 


Ргооё. [ р? еп4$ \НВ 1 (р епаз мВ 1 ог 9), еп р? — 1 1за шире о! 5. Апа # р? еп4з 
УЕ 9 (р еп4$ УЕ 3 ог 7), р? +1 за шире о! 5. ТБе согоПаху 15 ргоуеа. 


Треогет 11.3 Тре едиайот 
а, (11.1) 


ишйете 0 < х<у<д, (т, у) =1, (1,2) =1, (9,2) =1, Ваз а зошйоп т имедетз 1} а [еа 
оте о} Тезе питбетз 40ез тоф сопфалт тоте ап шо ртуте ода Филзотз. 


РгооЁ. 
Ц 15 Кпоми 6Баф Ве пашЪегз 


д=а+Р, у=а?- №, х= У 2аЁ (11.2) 


за41зЁу Фе едаайоп (11.1) { ап ошу Ша ап4 6 аге пилобегз оЁ Чегет рагу ап 
(В) =1. 

Тре зутштеету оЁ &Ве едаайоп (11.2) аПо\уз из $0 сопя@ег &Ъе сазе 

1) 21а, 2, 21с. 

2) 21а, 216, 2[с. 

Весамзе опе о# Ве пишЪетз а, 6, с плз Бе еуеп. 

Сопз@ег {Ве Юс1 оЁ таётсез сотрозе4 оЁ фе пяшЪегз 22 — а? = 6? ава 2? — 92 =а? 
(Зее 'ТБеогет 10.2. 
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16 15 еазу $0 уегШу 4Ваф Фе соп@ оп (а,2) = 1, (2,6) = 1, (а,6) = 1 № песеззагу 
Баф по заЯсете Юг Ве пашфегз а, 6, с фо зайзЁу %1е едпамоп (11.1). Весамзе ш &Ве 
Ююгима (11.2), Бе уаше оЁ х плиз Бе гамопа] (розйуе ицедег). Такшае и\о ассоии® 
ТБеогетз 9.3, 9.4, ме оБбаш а = 2", 6 = р*, мВеге р 1; а ре пишфег, 21, 2|8, Би 8 
сап Бе 0 (7его). 


Пей! #101 11.2 биср тайлсез, шисй ат Ме тоиз 1 < 1 [еат = рИп) Раде ат еди 
питфет о} 2ето ат4 поплхето тетолт4етз, ате саЦе4 зуттейчс теталтает тичсез. 


Треогет 11.4 А теядиа тайлх шир, а тиае соитт ваз а сефат питфет ор зуттейяс 
тайтсез. 


Ргооё. Сопзаег &Ве шабах Мтк»(Т), мЪБеге 2|К, 21п,1<А<п-1 т=л(п). Ц Ваз 
а па е соГати Ъесалмзе 8 обегтоз$ сопиииз соттезрой4 фо о44 пашЪетз. 
\У\е гергезеиё {Бе шабмх Мики (1) а Ве Юг 


Мт кп (1) = Мтп(1) + Миь(®-+ 1) +.--+ Миь(т + 1) = 


— Мт,(1) + Мт,^(А + 1) = 9 1 1) + №. (212). 


уфете Л = [^"]. 


Го 15 еазу фо зее {Ваф аЙ] шафбтсез 
Мти(п + 1),..., Ми (К + 1) 


ате зушшей1с ми Ве табмх М»,»(Т) апа \1 еасЬ офЪег. Стоззае; оц аЦ $Возе со[атиз 
о Пезе шафт1сез, еасп оЁ \ТасВ Ваз аф 1еаз6 опе хего геташаег ш $Ъе гомз 1 <1< т, 
уе оБфашт {Бе Теогет. Весамзе еасВ оЁ $Веша \%Ш Вахе ипсгоззе4 [1052 п] соГататз, Баф 16 
15 поф песеззагу аб $Ъезе ипстоззе соГалапз соггезроп4 $0 ргипе пиЪетз. Атопе $Вет 
$Ъеге сай Бе питЪетз Пе 2", и < 2" < Кп ай 4 пишегз ПКе 2”рь, п < рь < кп. ТЫ 
13 еу14епсеа Бу Ве Югиа Глт(7) + и(7) = п(п), мБеге 7 13 &Ъе ог4ша] патаЪег оЁ Ве 
сопиии ОЁ Фе г1уеп шафих, рь > п 13 а ргипе пашьег. 

'ТБе зате сай Бе за1а або а[ зуттей1с шафтсез $Ваф ате Бебмееп $0 едиа] $1218. 
М/ЛШе поф аП апстгоззеа со[ииз оЁ зуштейлс шафлсез соттезроп4 фо реше патьЪетз, 
$Ъеу зпиаЦапео“з[у рго\е а \ау фо ршрошё Фе сгурбостарБу ргоешт М \ме аззише 
Таб п = [ММ] оги = [ю5. №], Веге № 3 п. 


Ехр!апайоп. 

ТЬе ргоов о $Ъе Теогетз ап сопзедиепсез оЁ {513 сВарбег зивоез Ваф Ве штат 
фазК оЁ мафпетла са] сасШаф$1о$ оп Ве паттЬег ах1$ 13 $0 Япа опф Те фтае еззепсе оЁ {Ве 
пииЬег 0 (2его) аз $е Безшише оЁ &Бе пилаЪег ах1з ($Бе Берлолиие оЁ Ве са]сша®оп). 
ВезАпа] Маблх ТБеоту, изше Ще пойоп о{ пафига] ето (0), та4е 1% еазег $0 зо]уе $18 


ргоеш. Весалзе ош 0» = р, мВеге т = л(п), & ЮШомз Гли(п) + ит(п) = п(п) 


... ® ишоей об Ваф по О Ве содиип оЁ Фе шабмх Мо, (1), Би а1зо Мио, (2), 
Мт,20„ (2 0, + 1), 1.е. патаегз 1, 0, + 1, 20, + 1 ахе поё шаиШр[ез оЁ ргипе пилаЪегз р;, 
1 < р < 0, 1.е. Ъеу аге ргипе пашЪегз, ог шоге ртес1зеу, Те сопсерф оЁа ргпае пишЬег 
15 г@ауе ай4 4ереп4з оп Ве ФтесНоп оЁ сасшаюп оп &1е пиштЪег ах15. 
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Таз, &Бе сопсерф оЁ апу пашфег оп {фе пишЪег ах1з Ваз Бесоте те|айуе. ТБегеЮхге, 
шабБетай1с$ оп Бе пишафег ах1$ о1уез из ге|а@уе гезаз ап 41$ плиз Бе гескопеа м1. 
ВеЮге ргоуше аП Теогетз ап согоПалез, {1$ маз факеп ифо ассоиш%. [ ШК ме “Ш 
по Югоеё аБопф {113 ш Ве Вилиге, езреслаПу &Ваф $е шах Мири (1) сай Ъе Агхлае4 шфо 
зииШаг шафтсез \ 1 1еп2&В К ава \14&В т = л(К). 


Сфарфег 12 


Рнше питБегз ш сегбаш пфегуа[5 о паишБегз, ап 
ап езбитафе оЁ {Вет пишБег ош Бо э1аез 


'ТЬеогепз 12.1 
п(п) — [052п] — 1<л(2п) — п(п) < л(п) + [052п] + 1. 


Ргооё. Сопз!4ег Ф\е шайлсез Ми»(1) ав Ми,п(п - 1), мЪеге т = л(п). [её из ехрава 
$Ъезе тафтсез, 1.е. еасЬ пашфег сотгезропАте $0 еасЬ сопли оЁ фВезе тайлсез 18 ао 
ат14еа Ъу {Ъе запаге оЁ {1е ргиае пашЪег ра, \Веге 2 < ру < У2т, апа Бу 2", уБеге 
Уп < 7 < Уп. ТЬе тез те тез! ца]: ате утИбеп ш Ве соттезропатае сотой оЁ 18 
шафих. ТБе сепега] уле\у оЁ фе ехфеп4е шабих 15 аепобеа Бу М», „(Л), т» = т + ти, 
уВеге т = л(п), т» = п(М2п), ра 2 2. ТБе Фетепсе оЁ хего гез1Ч па]: Ваз $Ве тт 


Мт.в(п +1) - Мт. (И) = в (ть, п +1 п). ра 


Гефр’з сгозз оф аП Позе со[атпиз оЁ $Везе тафт1сез, еасВ оЁ \исЬ сопбаллз аф |еаз$ мо 
2его теташаегв. 
1) ш Ше шаблх Ми, „(Т), ме аепое Фе пашЪег оЁ ипсгоззе сопитиз Бу АТ. Ме 
Тауе 
№ < л(п) + [082 п]. 


Апа &Ъе пишЪег оф сгоззе оп соГатопз 1, мреге 
К >п- Е =пт-л(п) — [052]. 


2) ш 1е шабфих М», „(п + 1), ме 4епофе {Ве пашЪег о поп-ЫасКепе сопитиз Бу 
Ко. Ме ре 
К2 = п(2т) —л(п) +1. 


Апа Те пашБег оё сгоззе оп А2 со[алаиз 13 
К =п-л(2т) + л(п) — 1. 


Весамзе атопе фе пашЪетз п + 1, -+2,.-.. ‚20 Щете 15 опе пашЪег оЁ $1е Юг 2", 
уфете я < 2" < 2. 

Геб’з алгапое $Ве со[атпиз оЁ {Ве тайт1сез ассогале: фо %Ве шахипиш питаБег оё 2его 
тез ла]: зо $Ваф фе ипсгоззе@ соГатоиз аге ]осабе Вт, ап фЪеп %е стоззе опф опез. 
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Такше ибо ассоиив {Ве гаё1о (5.1) ап4 {Ъе Ёасё {Баф {Ще пилаЪег оЁ со[аталз шп Ве тайтсез 
аге еда] $0 еась офЪег, ме оБбали %Пе га&1о 


п(п) — [052пт] — 1 < л(2п) —п(п) < л(п) + [052 пт] + 1. 
'ТБе %Беотге 13 ргоуе4. 


Треогет 12.2 тедиЙу 13 айва 
фт()] — [ювз Уп] — 1 < (2) — я (п) < [п(в)] + Повз УЯ] +1. 


Ргооё. Сопз4ег Ъе шабл1сез Ми»(1) ав Мт„(п-+Т) хЪеге т = п(п). \е ежепа {Вет 
ш $Ъе зате мау аз ш 'ТВеогет 12.1. Ехсерф пом 2 < ра < Уп, Би Ра. 

Геф’з сгозз оп а] Тозе со[ллиаптз оЁ Безе ехеп4е тайт1сез, еасп оЁ масВ сопбайи$ 
аф [еа$$ 6\о хего теташаегв. 


1) № Ме шабах М», „(Т), Фе пашег оЁ ипсгоззе4 со[аталз Ат 18 
= л(и) + [ов]. 
Аша &Ъе пишЪег оЁ сгоззе оф соГатоиз А1 18 
К <п- Я =п-л(п) — [0531], 


зшсе Те со[апиз соттезропАше фо фе пашЪетз 1,2,3 аге поф стоззе опф, ап бе 
питЬетз 2 апа 3 аге БоёЪ зпаре ап4 оЁ $Ъе Юг 2", 3". 


2 ш фе шах Ми, п (п + 1), ме аепое Ве пашег оЁ ип Маскеа согаолз Бу Аб 
К2 < п(2т) —-п(п) +1, 


Бесамзе реарз Теге 1$ а пишЪег 3" засВ Та п < 3" < 2п. Оепойие Ъе пашЬег 
о# сгоззе о соГатпиз Бу К2, ме оба {Ъаф Ао зайзВез Ве шедиа%у 


2 > п-п(2т) +л(п) — 1. 


Аттапоше $Ве солпз оЁ шафсез ш {Те зале мау аз ш Ще ргооё оЁё 'ТВеогеш 12.1, ме 
оБфай и 


п(п) — [1053 Уп| -1<л(2п) —п(п) < л(п) — [053 Ут] +1. 


'ТБеогета 12.2 13 ргоуе4. 


ТБеогет 12.3 Тре ЮюЦоилпд теюйопз Во 
2 


п? п 
2 ("> — [1052 ,]) —1<л(п?) < 2т(-5.) — 1052 п] + 1. 


апа 
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Ргоо#. Сопз4ег е шаййх Ми„2(1Т), \Веге т = л(Л), Л = [5 . Геб’з ехрапа %1$ 
тафих, 1.е. еасЪ пашЪег соттезроп4 те $0 еасб сопитп оЁ 615 шафих 1$ агае4 Бу Фе 
запаге ора рге ра, \Веге 2 < ру < [М2и?]. Ап \е а1з0 Чллае Бу 2", упеге и < 2" < 2м. 
М/е хтце Те геза те: тез иа]з шфо Ве соттезроп4 те сопитиз$ о{ Ве шафих. 

Тре мала оЁ {Ве плаёх Бесошез т. = л(Л)+л(п) = т- пи, мБеге т = (Л), т” = 
п(п), сопзегте &Ъе этшё $Ваф шабсВез Фе пишьег 2”. 


Эшсе &Ве ехфепае4 шафйх Ми, „2(1) сап Бе гергезеще4 аз 
Мп, (1) = Мт.,х(П) + М. (А+, 

уфеге т. = л(Л) + л(п). Мпе пашЪетз $, = 2+, А = в : 

Гефр’з сгозз о аП $Позе со[лиииз оЁ Безе тафт1сез, еасЬ оЁ В Ваз аф |еаз6 $\о тего 
тешталпаегз, ш Бе гомз 1 << т, 1<ф < пи. 

1) № Ше шабах М, (1), фе пашЪег оЁ апсгоззе4 со[аиз АТ = п(Л) + [085 п], ава 
{Бе пишег оЁ зе точеВ со[лтолз 18 К = А (Л) — [082п] = Л- М. 

2) ш фе шабых М», л(Л + 1), Ве пашЪег оЁ чисгоззе соПииз 15 епобе4 Ъу 5, 
ап &Ве пишфег оё сгоззе ош сотои$ - А2. \е оба Фе г@алопт$ 


ЗЫ оон 
ог 
Ко > 1 — 3 [052 п] — 1. 


Весамзе {Ве патаЪег оё сгоззе оп еуеп со[аталз (соггезроп4 $0 еуеп пишаег$) ш Ъе 
шабих Ми, (Л - 1) 18 ртеабег Бу Фе ато 


1, А 2т 
аи 


{Ваш фе пишфег оЁ сгоззе4 о еуеп сололз оЁ Ве шабих М, л(1). 

Аттапеше Фе сопииз оЁ &Бе шабых М», л(1) ава е шайлсев М»,,(Л + 1) ас- 
сог@ те фо Ще шахипит пашЪег о# хего гез1!Чиа]з зо $Паф аё опе еп %Ъеге ате сгоззе4 
06 соли, ап4 Вей поф сгоззеа оф, ап шабсЬ те таф1сез ш зисй ап атгапеетет® оЁ 
со[алтолз, баке шфо ассоиоф Бе гаф10$ 


Мт..^(» + 1) ий Мт. ^(1) == с (ть, п, А), 


Ива Ы - М№т,,^(2 Т 1) ы №, ^(2|2) 
себ 
п? п? 
2 ("<> — [1055 "]) —1<л(п?) < 2т(->) — Пюэо и] + 1. 


2 1052] —1< 1 — А < 3 052т] + 1, 


ай 





2т (75 ) те 1<л(п?) < 2 (>) : | Я 


'ТБеогешт 12.3 13 ргоуе4. 
СогоПагу 12.1 ТАе теаиот, 


п(п(п + 1)) — [0521] —-1 < л(п2) < л(п(п — 1)) + [055 п] + 1. 
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Ргооё. Сопуег 1е тайлсез Ми, из (1) ав М, из (п + 1), *Теге т = п(п?)... Зпайу 
$0 ТБеогет 12.3, ме ехбепа Вет ап сгозз ой фТеш соГатапв. 
1) ш фе шабх М, „2 (1), Бе палоБег оЁ мисгоззе4 соалилиз 15 


К = п(п?) + Поват] 


2) ш Ме шах Ми, и? (п + 1), Ве пяшЪег оЁ ипсгоззеа соли 
№ < (17) — (я) + ов. 


Эшсе Ве пашЪег о $Возе сопитлз, еасЬ оЁ \1сЬ сопфализ аб 1еаз$ &\о хего гез1Ама]з, 
Фе табх Ми, „2 (п - 1) Ваз а тахииит оЁл (п) — [055 п] - 1 15 этеафег Вали {Ве сгоззеа 
оц сопшал8 оЁ фе шах М, „2 (1), ме деф &Ве Юга 


п(п(п- 1)) — [055 п] — 1 < л(п2) < л(п(п — 1)) + [055 п] + 1. 
СогоПагу 12.1 18 ргоуе4. 
'Треогет 12.4 т = (п), Меп \е таайот 
т? — [052 п] — 1 < л(12) < т? + [юоп] + 1. 
Ргоо?. Сов ег Ве шаййх Му, „2 (1), й сап Бе гергезеще4 аз 
М, п2(1) = Ми. (1) + Ми. л(А- (12.2) 


утеге т. = л(Л) + л(п), А = г з 

Тре таблсез ош &Ве Ююгшща (12.2) Вахе Ъееп ехрап4е апа Фе со[алипз ш Вет 
Бауе Бееп 4@вее4, аз ш 'ТБеогет 12.3. Егош соот л(Л) + ов УХ], \Ы1сВ аге поф 
сгоззе ое ш Ве шабих М», (1) опе со[аоп Ба согтезропаз $0 фе пишЪег 1 Ваз по 


гего геглала4ег (етарёу). Ап4 еасВ оЁ {Ве о\ег л(Л) + ов Ух — 1 сопиииаз Баз опе хего 
теташтаег. 

№ Фе шабих Ми, л(Л+ 1), Ме шахипаш л(п) + [055 п] - 1 2его тез аез Бауе Беей 
аА4е4 1 Ве сгоззе4 оф со[атиз. 

Эшсе юг 2|п &Ве патшфег оф сгоззе оф еуеп сопимиз оЁ $Ве шабфих М», (Л + 1) 18 
отеадег ап Ве пишЪег оЁ сгоззе4 оф еуеп сопилиз оЁ фе тах М, (1) Бу [1055 п] +1, 
ап4 Ве пишЪег оЁ ипсгоззе ода со[иоиз 18 1езз {Вай Ве шахипиш л(п) — [1055 п] — 1, 
Тегете, факте 1%$0 ассоии® Ще теайоп 


2е 
т? — [055 п] — 1 < п(п2) < т? + [055 п] +1, 


уфеге т = л(п). 


2 апа 


Весалзе # п? зпо\уз Пе пашЬег оЁ сопиии8 оЁ Ве тах Мил? (1), Веп т 
[05 п] свагасбегие {фе ЧШегепсе ш Ве диап @ез со[лиоз оЁ тпайт1сез М»,л(Л + 1) ава 


Мт,(Т), мЪасЬ согтезропа {0 ргипе пллЪегз. ТВеогеш 12.4 13 ргоуе4. 
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СогоПагу 12.2 ТАете 13 а т@аИот, 
21 (п?) — [055 п] —1< (212) < 2т(п?) + [055 п] + 1. 


Ргооё. Сопы4ег $Ве шах М», .22(Т), ехрап@ ше Й ап4 сгоззше оп сойиииз аз Ш 
ТЬеогеш 4.3, ай агеаше зпаПау $0 Те ргоо{ оЁ ТБеогешт 12.4, уе оббала СотоПагу 
12.2. 


Мобе. ТаКше Бе пишфег “Йего” фо Бе а шире оЁ аП и\щерегз, № 13 ащфошайсаПу 
аззите $Ваф &Ве пилаЬег 1 (1 15 Фе зса]е оЁ Ве патегса] ах1$) 1$ поф Ч@\11Ые Бу апу 
пишет. ТЬ1$ еааз 1$ фо Те Ёас$ {Таф а сотрозЦе питЪег Ваз аф |еаз% $\о ргипе @/з0тз, 
т.е. ргиое пишет 1$ 41151 ]е ошу Бу 1, ап пашфег 1 15 “аБзо[бе]у ргипе патафег”, Бесамзе 
Таз по обтег Ат\1зог$ оп 18 пишег ах15. 

'Трегеге, оп &Бе питег1са] ах1з, Бе пилаБег 1$ 10% а шаре оЁ Изе!, Ба а шире 
о# 3 ог4та] питфег. 

Ме сап артее $Ъаф $115 15 шоге |ое1са] Вай акте Фаф Ве пашЪег 13 Че Бу 
Изе, Бесамзе Вауше 30 арр]ез, же сай влуе 6 сЬПагеп 5, 5 сЬПатеи 6, 10 3, 15 2, апа 30 
1. ( Кош То в1уе 30 сЬЛагеп ошу опе 30 аррез, ап 1еауе 29 сБагеп м1 Воц$ арр|ез, 1 
\7Ш Ъе поф ошу пиалт, Баф а]зо Шоелса]. 'ТЬ1з ехашр1е зпо\уз $Паф $Ъе ргосезз оЁ Аут 
оп Те патегса] ах1з азо 4ереп4$ оп Ве омет, ап Бе пишег я 13 4156 ап Гош рош® 
0 Бу п зеслтепз оЁ ии еп2Ъ, апа по опе сап емагалфее $Ваф апу оЁ $Щезе зеттепфз сай 
Бе аглаеа шо ил едиа] рагфз, Пете 1 < п: < п. Чшезз ме аззиие ш аЧуапсе $Таф 418 
ии зестепф со131568 ОЁ ил едла ратёз. ТБа]ез’ $Веотет оп Ве пимЪег ах1з 13 пиргеслве, 
апа Ваз ]е4 ех13 те тафВета1сз $0 а “\лс10из стсе” оЁ сопйпиву оЁ Фе питЪег ах! ап 
$Ъе те]амущу оЁ тпафТетай1са] орегайопз оп Ве пишЪег ах1з. \е сап Аглае ап агЬфтагу 
зеетпеп 1160 $\о еда ратёз изше а сошразз ап4 а гиег. Ви& Феп $Ъе ргоетш ат1зез, 
фо ”ысВ ВаЁ зпоч]а &Ъе сещфег рошё Ъе азз1ете4? шаее4, оп $Ъе пашетса] ах1з, паштЪегз 
аге гергезеще Бу зесшепз. 13 ш 415 зепзе &Ваф ме Бейеуе &Баф ТЪ&ез’ $Ъеогеш 1$ 
шассигаде. 

ЕжзЫпе шабретайсз 13 Базе оп ФЪе ахош Таф 0 1$ а шире оЁ аП п\цесетз, 1.е. 
0 13 ахзЫе Бу аП пцедетз убой а геташтаег. Виф оп Ве пашЪег ах!з, 18 ахот 
еа4$ фо шицайопз. Ог, шоге ргес1зеу, $0 сотёта@1сопз, заср аз $Ваф Пе питафег “Йего” 
715 едаа] фо $Ъе зат ог АШегеисе о? аП пишЪегв. \УЛТоив факше Бет шо ассойи®, ме 
аге Ёасе4 м а Басе пишЪег оЁ ргоетз ш уатюиз Бтапспез оЁ табтетай1св. ТБе воа] 
оЁ табПетасз 15 поф ошу $0 Впа ап4 зе Чегет ге]алопзШрз. Еог ехатр/е, поё оу 
сопзег &Ве г@аюпз 12 + у? = 22, 12 + у? = г, зш?а + с03? а = 1 апа чзе феш 
зерагаде[у, Биф а]зо Яеиге оф &Беш ге]алопзЫШр. 

Вешала 4ег тафлх $Ъеогу изез пе поНоп оЁ пабага] хего 


7% 
0 = ПП» ИЕ), 
=1 


Глийз Те зертей% оЁ Те питенса]| ах1з $0 Те |епебВ Ки, Пете К < п 18 апу пабига] 
питЬег, ап зб аФез Ве патаБегз &Ваф ате гие оп Те зевает Ат изше аП розз1Ые 
сотп1па1013 оЁ пиипЬегз, мас оп фе питенса] зеолпеп& [1,7%] ате саЦе4 зпар!е. ТЪеге- 
юге, Ще %Беоту оЁ гез1 Чиа] шафгсез 4оез поф еахе ме зроёз оп {фе пашфег ах!1$ ап 
отааааПу геуеа]5 {Веш. 
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Срарфег 13 


Ро\мег гезл1Апа]| тафт1сез 


Пейш#оп 13.1 А тетатает тайчх 13 саЦе4 а рошег таги 1} Фе питфбег орз соитть 
15 едиа 10 ап ицедег рошет о[ а парит питфет. 


Тре сепега] уле\м’ оЁ &Ъе ромег шах 15 4епобеа Бу 
Мтпь (п), т = п(п^— 1), 


\ете К > 1 13 а пабага пашет. 

Ей, соп@ег Ве шах Мт»»(п), т = п(пР-\), ава 2 < рва рише пашБег. 
Гог апу рагЦу оЁ Ве пишЪег п, фе шайлх Мтп»(п) Ваз а па е сопла, Бесалзе Из 
ехёгеше со[атоиз сотгезроп4 фо питЪегз оЁ Бе заше рагЦу. 


ТБеогет 13.1 Тре пиа@е соштл ор Фе тайх Мтпь(п), швете т = п(пР-"), сощатз 
зето тезз4иа[; поф оту пт тошз Тай соттезроп4 10 оа4 риуте 4йлзотз оп, ий а[з0 т Фе 
те соттезротйта ю Ше питфет р. 


РгооЁ. Эшсе {1е ехтеше сопипиз оЁ {Ве шайлх Мп» (п) ш Бе го\уз сотгезроп ше фо 
о ргипе Аг\1зогз оЁ Ве патЪег 9% (1! апу) Вахе его гетала4егз, Вепсе, ап &Ве иле 
сопиии ОЁ $18 шафих Баз &Пезе хего гез1\Чиа]з. То таке зиге $Ваф Ве има4е сопиии оЁ 
$15 шабих Баз хего теташаег, ш Те го\ соттезроп ие $0 те питрег р, а44 п, со[атпиз 
$0 Те мо я4ез оЁ %Ве тайх Мтпв (п). \е зе Ве штабах Мт,п-+2т(0»,). Эшсе р| 0, еп 
Р|А*, мВете Ве пашфег А” соггезропаз $0 е па е софап оЁ Ве шайлх Ми пр+2т(0р,. 
Виё /* азо сотгезропаз $0 Ве пе сопити оЁ Ве тах Ми, пр+2(и—п1) (Па), \Веге 
1 < п: <р. ТБегеЮте, р|А*. ТБеогет 13.1 1 ргоуе4. 


СогоПагу 13.1 Тйе пиае соитт о} Фе тат Мт,пь-+ ки (0), шйете 2 < р < па 
рите питдег, т Фе тош соттезроптд питфет р, сотфайтз зето теткитает {1 < К < п. 


РгооЁ ЮПо\мз Нош Ще ргооЁ о#Ё 'ТБеогеш 5.1, Бесамзе %Ве пицае сопиап оЁ Ве та- 
1х Мипт+кр(0»), \Беге т = л(пР-1), таайуе $0 Фе име сопиии оЁ {Ве табх 
Мп,п-р(к—1) (0) 18 тоуе4 оп $Ве патенса] ах1з Бу Ве а1зфапсе р, уТеВ 15 аефегиитеа 
сопиипи$. 


СогоПагу 13.2 Тре пиае соштт ор \е тайчт Мт„п»(Т), ийете 21т, 2 < раз а ртте 
питфег, т, = п(пР-1), сотайтз зето теталтет т Те зй7тд р апа т Ше эттд ру, шйете 
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Ргоо. Зиррозе $Ваф Л* 1; йе ина е сопли оЁ Ве тайлх Мип»(1), \Ъеге т, = (и? 1), 
2 <р1за рише пишЬег 21. №%е $Ваф Юг 21 Л Пе пашег оЁ еуеп пашфетз Бебмеей фе 
пишЬетз 1,2,...,А* 13 опе 1езз {Вай Ве пашЪЬег о{ еуеп паяшБегз Беб\меей Ве паштЪетз 
№ +1, № +2,-.. ,2А*. То Бо э4ез оЁ {Ве шайлх Ми» (1) а44 опе сопли еасВ, \ЫсВ 
сотгезропа фо Фе пашБетз О» ап п? + 1, мфете 21 п, аз а тез \ме веб Ве шафих 
Мт,пь-+2(0»). Эшсе р|0». ТьегеЮте, рп? + 1, Бесамзе п? + 1 = 2Л* ава Л* 13 Ве пиае 
сопли оЁ Ве шафих Мт,пв—2р(Т)... ш аа ю0, Л* 13 а]зо фе пла е соли оЁ Ве тафих 
Мт,п»-+2т(2р-+1). ТЬегеЮте, р;|А* Ё рт, хПеге ру > 2 - зпар ода Азотз оЁ {Ве пашЪег 
п, Ш апу. 


СогоПагу 13.3 Тре пиае соитт о} Фе тата Мт,2т—1(Т), т = п(п), 15 едит 
гот 3 етете соиттз, ата \е зит, о} зето ат попзето тетаятаетз т И 18 п(п). 


Ргооё. Эшсе {Ве ехётеше со[лиоиз оЁ &Бе шайлх Ми, 2„—1(1) сотгезропва {$0 оа4 пашет, 
Тегеоге № Ваз а па е сопиии Ъаф сотгезропаз фо $Ъе пашЬег п. Тфе има е сода 
оЁ &Ве шах Ми, 2„_1(1) 18 4епобеа Ъу п. ТВеп &Ве пишЪег оЁ аЦ &Ве тетала4етз оЁ Ве 
сопли И 13 

р.) + 2) = пб, 


уТеге и» (п) 13 Ве патЪег оЁ Чегет ргипе Ч1у1зогз оЁ Ве патаБег п, еасВ оЁ м/ЫсВ 13 1езз 
{Вап ог еда] $0 п, апа Г (п) 1 &Бе пишЪег оЁ попхего геталп4ег$ оЁ $Ве ина е сопипиа 
пз, еасЬ 1езз ап п. 

Эшсе п 13 по ошу {Ве паа е сопло оЁ Ве шафих Ми, 2”—1(1), Ба ао $Ве па е 
соли оЁ Ве шайлх Ми, 2,2 (0») Бесалзе 1$ 15 шаае ир оЁ Ве пишЪегз 0„,0„-1,...,Оь- 
2п. ТБегеЮге, \е гапое (4ебегиишеа Ъу &Ве пашЪег оЁ со[алаиз) оЁ Ве па е сопила п 
Бош О„ апа Рош 2п ате едиа] фо еасп обЪег. ап аге едаа] $0 я Ппе зестлепфз оЁ и 
еп2%. 


ТЬеогет 13.2 1 фе пиа@е соштт ор Фе тат Мти (п), ийете т = п(р), р ва 
руте питфет, сотфалтз зето тетолтает т Фе тош р, еп Фе ехтете сошттз ор Фе 
та Мт,экр+1(Кр) @з0 Ъале зето теталтаетз т \е зд р, ретге К 13 а парит питфет. 
Апа ‘се уетза, } Фе ощеттоз соиттз ор Фе тайтл раое соптутот, 2ето тез4иа[з, еп, 
фе тиае соштлт, зо Ваз езе тез4иоз. 


РгооЕ. Сопя!4ег фе шабих Мт,2ир-1 (Кр), мЪеге т = п(р), ап4 К > рва пабига] пишфег. 
Г 15 шаае эр оЁ питЪегз 


(К — Тр, (К — Пр-+\1...., Кр, Кр-+1,..., (Е +Ър. 


Г 13 Феаг аб $Ъе па е сопиип оЁ $18 таблх, мер согтгезропав фо Ве пашЪег Ар, ап 
{Ве ехтеше сопипиз, \мсЬ соггезрова $0 6\е пилаЪегз (К — Т)р ава (К + №р, Бауе хего 
теташаетз ш Ъе го\ р. Ц 18 еазу фо зее фтаф %Ве шафих сотрозе4 оЁ питЪег8 


(Е — Ар, (К - КОРЬ... Бр, КРЦ... +), 


Таз хего тез1Ч аа] ш &е па е ап4 еп4 сопиииз ш {Те го\ р, \Пете К > р, апа К1 < р1з 
ап атйтагу ргипе. 
Сопз1егше а шах таде ар оЁ пишЪег8 


ыы нь ВР 
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\еге 0 = [1 р, ава ехрапате 1, 1.е. шсгеазшае $Ве мл 46В т оЁ 61$ шафих зо {Ваф 1 
Бесошез т», уЪеге т„ = л(2рР), ме веб шабмх М», о„-+2(2). Мое Ва И 0, = 7 рь 
уПеге т„ = л(2рР), еп %\е ина е сопиои о $18 тайлх, эВ со1868 оЁ пилпегз 


Ве ео ео", 


Баз его гешалп4ег ш {Ъе эбтше р. ТЪе опфегиоз6 со[лапз оЁ 1$ шах азо Вахе его 
тез Чиа] п Фе го\ р. Весалмзе р|0», р|20Р. Эшсе р|рР, Ъегеге, рпР—п, р|2п, рр, ртр-+ 
р ап4 ЪасК. ТБеогет 13.2 13 ртоуе4. 


СогоПагу 13.4 Их -у ва тшиие ой р ата р > 2, Феп др — ур 18 а пинре оЁр?. 


ТБе ргооё 13 фута], зшсе Ё х — уз а шаре оЁ р, \Пеге р > 2 13 рише ап4 т.у ате 
пабага| поЪетз, $Веп $15 шеалз $Ваф х >> у, х >> р. ТВегеЮхге, х = Кр + у, мпеге К 
13 а1з0 а пафага| пишЪег. Тиз, \е се {Ва (Ёр + у)Р — ур 13а шаре оЁ р?. 


ВетагКк. Тз СогоПату парПез Еегта’з 16 е ФЪеотгет, Бесалзе № геасез фо д? — х 
шир ез оЁ хр, \Веге хр шеапз \аф оп &Ве пишЪег ах1з оп {Те зестеиф [1,22] Теге 
ате р пашЪегз Ъаф аге Але ошу Бу х. ТЬезе аге пашЪетз 1,12,...,2Р. А1во ой 
$15 зертлетф $Веге ате р — 1 пашЬетз $Ъаф аге шиНярез оЁ ошу рт. ТБезе аге пашЪетз 
гр, (ар?) ..(еруР1. 

Етош ТБеогет 13.2 опе сай обфаш \\130п’з Феогеш: (р — 1)! +1 за шшаре оЁ р 
апа 0! = 1. 

Триз, тезис ше &Бе питегса] зеолпенф [0% 2%], \уе гедисе № $0 фе зестенф [-®, п]. 
Тье пишет \ме са] пафига]з Бесотше гез1Ача]з \пеп ]атее пилиЪетз ате атлае4 Бу эта 
питЬегз. Ког ехаларе, 2р : 2 = р, сопуЧегте $Ваф р 13 зпаКапеоцз1у Бе гешала4ег оЁ 
{Ве Ч/1510 р? : р, р? : р. Весамзе атопе \е пашфегз 1,2,...,рР {Ъеге аге р пашЪетз, 
еасВ оЁ мИысЬ 13 а пир е оЁ ошу р, 1.е. %Веу аге оЁ &Ве юг р^. 

ТБезе аге $№е пашЪегз р,р?,...,рР. 

Ееттпа%’з Пе $Веотет апа УУПзоп’з $Веогета зпо\и Ваф Ве шебо4 оЁ тафетайса] 
шачсвоп ап {Бе зеуе шебЪо4 аге фе шаш шебо4з юг зба4уше пиштегса/ ге]а1опз оп 
{Бе пишЬег ах1з. Апа ш Мафтх шабБетайсз, {Безе шебфо4з аге сошЪшеч. 
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Сфарфег 14 


Косизез апа оса! ]1еп >65 ш гез1Аиа] ттафг1сез 


14.1 Пугоаасйоп 


№ Це гез4иа| тафт1сез, еасВ со[атоп 1з сВагасфет1иеа по ошу Бу его гезАма$, 5$ ао 
Бу попиего опез. 1 СотоПату 13.3 ве Ююгил]а уаз обашеа 


и.) = т), (0) = =т. 


Нете 1 1$ Фе огата] палаег оЁ $Ъе соот. 

Тре ачезйоп ат1зез, ш ге]амоп фо мас со[алоп 13 Бе сопли патобег 7 аебегишеа 
? АКег аП, Ще гез1Ча] тлафлах Баз $\о ехбтеше со[лтолз, зо Бе годе оЁ а]асепё шайт1сез 
Бесошез Чесчхуе. 

Сопз1аег $№е а]асеп тайлсез Ми„(Л) ав Мтп(Л + 1), уВеге л(п) = т. Эшсе 
$Ъезе шпафт1сез АШег оту ш &Ще со[ллалз $Ваф соггезропа $0 Ще пишЪетз А апа А+ п, апа 
$Ъе гезф оЁ $Ще соГатоаз ФТеу Вахе ш соштоп, Вегеге, Вей сошЬшеа, &Веу Югт а пе\ 
шайлх, мыс 13 сотрозе4 оЁ Ъе патшЪегз А, ^+1,..., А+ п. Ц 13 «еаг &Ваф Юг 2|п &Ъе 
пем шабих Баз а ине сопати, \ЬсЬ сап Бе аеповеа А*. ТЪе пашЪег соттезропАте 
{о Л* 15 саПе4 &Ъе Юслз, ап Бе патЪегз А ап Л -+ п ате саЙе4 зе Ююсизез оЁ Бе пем 
шафбих. 

Еаср оЁ Ве пашЪетз А, Л* ап4 Л -+ п 13 свагасфетие Ъу хего апа поп-7его гез1Ача/з, 
\Лиср аге 1езз фВап от едиаа] фо и ш абзойще уаше. ТБегеюте, № ЪБесошез пфегезше фо 
Чебегтопе поф оу {Пешт пашфег, Баф а1з0 Вет 413апсе Вот $Ъе ила е соли ап гота 
{Бе Безшише о {Бе пашфег ахи5. 


14.2 ГЕоса Ч41$$апсез ш гезАча] тафт1сез 


ТБе вепега] \1е\ оЁ шабсез мВ а пла сопипи 13 4епоеа Бу М»т,2„_—1(1), мЪеге 
т = л(п). ТЬе паае соципа оЁ 13 шафих сотгезроп4з $0 Фе пашЪег п, ап \е 
ехётеше со[атлз $0 Ве пишрег$ 1 ап4 2 — 1. ТБегеЮге, &Ве пишЪег я 15 фе Юсиз, апа 
1 ай4 2п — 1 аге чае Юспзез оЁ $15 шафых. 

Ц Те Юса] 1еп5 13 оЁ $Ве тафлх збо\ &Ве патЪег оЁ сопиииз (п\ферег роз оп а 
питенса] зеотпет®), Бей &Ве Юса] 1еп24з зВо\ &Бе патаЪег оЁ зеолпепфз оЁ ип ]еп56 В 
(зса]ез оЁ Ве питемса] ах1з) &Ваф аге Аепз@у зрасе@ Ъефбмуеей ФТезе соПлитз (роз). 
ТегеЮге, Ююса] 1еп24}3 аге а[\ауз 1 1езз Вап бе пашег оЁ роз оп а ®1уеп патетса] 
зертпетф, мб $Ве Вер оЁ мшсЬ 418 шафбих 18 сотрозе4. 

Е же сопя4ег шабсез Ми, 2и_1(А), меге т = п(п), 2|А, &Веп же Вахе $0 Чебегиише 
$Ъе Юса 1еп266$ поф оу ш теаНоп $0 &Ве Юст, Боб апа \ 1 тезресф $0 $Ъе омет. 
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Треогет 14.1 Апу здиате тайиях фаз Раз а птла@е соитл, ваз юсизез апа юса еп. 


Ргоо{. Сопзет а запаге тах М2 (1), \Веге т = л(р). № Ваз а пиа{е сопли фВаф 
соггезропа$ $0 а рише патЪег ('ТВеогеш 11.2), $13 сопитиа \ Ш Бе саПеа &Ве та Ююсиз 
оф $118 шайлх. 

Весалзе 


Ми? (1) = Мт,2р-1(1) + Мт,2р-1(2р) + Ми,2р-1(4р) +... + Мт,2р-1(А), 


уТеге А = р(р- 2). 
ТБеп Ве пилаЪег р? 13 а Юсиз, ап4 Ъе пашЪетз р(р-— 1) ава р(р- 1) аге зае юсизез о# 
{Ве шаблх Ми,2”—1(Л). Оп Ве офег Бала, Ш ме сопз14ег а шафих сошрозе4 оЁ пашет 


КЕ-Т,..., А*, АНТ... 2А* — К, (14.1) 


{Вер &Ве шафлсез Фа арреаг ш &Ъе Юга (14.1) ш геайов $0 Фе пиае соли а]зо 
Вахе Юс!1 ап Юса] 1еп513. Апа Ё е пе соатои 15 саПе4 {Ве тлала Ююсиз, еп р апа 
р? аге фе Юсизез оЁ Бе зы е4 тпа1сев Ми,2р(1) ава Ми,эр((р — 1)? + 1), ЫеВ аге 
шоуе4 едаа 46 апсез те]айуе фо Фе пла е соло. 


СогоПагу 14.1 фи(п) = 1, Меп Фе питфег п 18 Фе пиае соштт, о{ зоте здиате 
тат. 


Ргооё. Ву 1е соп@ оп оЁ {Те СогоПагу, ме Вахе ейЪег п = рь 18 а рише пашьЬег, ог 
п = 2%, 


1) Еог п = рь - рише патЪег рь согтезропаз $0 фе пмае соли оЁ Фе тах 
М, (Т), \Веге т = п(р), Бесалзе Ве пе со|лилт ой Ве тафих М», р? (1), мТеге 
т = п(р),р > 2 согтезропа фо а ргипе патЪег р. Тыз ЮПо\з Нот ТВеогет 11.2. 


2) Еог п = 21, Ъесамзе 2.2" = 2^+1 {регеоге, 2^ согтезропа $0 &Ве има е соалан оЁ 
{Ве шаблх Ми, о,-+2(0»). 


Срарфег 15 


Туш ргипе ргоШетлз$ 


Це аШегепсе Бебмееп $\о ргипез 13 | 2 |, {Веп %Веу аге саПеа зпар!е $\лиз. Гог ехатр!е 
3 апа 5 ог 7 ап4 5. Эшсе Те Ише о{ Атситедез, %Вете Ваз Бееп ап аззитр оп фаф Ве 
питЬег оЁ зпаре &\113$ 15 шпишегаЫе, 5$ № Баз поё уеё Бееп ргоуеп. ТБе ехизбепсе оЁ 
соргипе палафегз -1, - 1 засрезёз Таф Фе рто ета оЁ ргпае $м1щз 13 а сопзеаиепсе оЁ 
Бе Баяс ахютш оЁ \е пишЪег ах1з, \ШсВ зауз $Ваф Фе пашЪег 0 (7его) 18 а шаре оё 
а] пцеретз. № теталлз фо ргоуе 41$ согоПагу. Эбису зреаКше, 1 13 песеззагу $0 ргоуе а, 
шоге сепега] сопзедаепсе. 
Рту-т — Рт = 27а, 
уТеге а ап4 т 1$ а пабига] патшрег, 2 Та. 
Г 5 Феаг {Ъаф Юг г =а = 1 ме 26% Ще $\ш ргиие ртоШет. 


ТБеогет 15.1 {йе ГипсНопз }* (2%) апа }*(2п2) звош Ве питфет ор тие Нитз < 2п 
ата < 212, еп фе тедийу 


№ (2п?) — 1*(2п) > Р(2т). 


Ргоо{. Сопз!Чег $Ве гетаааег шафих Ми, 2и2 (1), мВеге т = л(2п). Ше’з ехрапа №, 1.е. 
еасЬ пилиЪег соттезроп в $0 еасй соГатоп оф $15 тафих 1$ вибег Чулае4 Бу $Ъе заяаге 
оЁа рише пишЬег в у\Теге 2 < Р, < [/2р?]. \е жтце Ве геза шт гезАиа]8 ибо фе 
соггезропте со[атпиз оЁ $$ шабих. 

МУе сгозз оф аЙ позе со[иилз оЁ $113 шафих, еасЬ оЁ \|асВ сопфалаз а 1еаз$ 6\о хего 


гез1Ч лез ш Те томз 1 < в < 1+7, мБее 


Гаем лм ет = (Ру 2 < В < [М2 ные 


Рауше абепйоп {0 {№е сопиииз оЁ {Ве шах М, и? (1), БВ согтезропа фо {Ве 
паиЪегз 1,2,3,...,12, ме побе &Ваф аойе еш Ве пашаЪег оЁ ипсговзе4 сои 18 


М = (1?) + Повот?. 


Весамзе Фе сопиип $Паф соттезрой4$ $0 Фе пашет 1 1$ а|з0 п0о% сгоззе оф. 

Сопз14ег &Бе со[атиз оЁ $Ве тафих М п? (п? + 1), мЫсЬ согтезропа фо Ве пилаБегз 
п? + 1,702 +2,...,2п?2. Атопе Фет, &Ве чисгоззеА сопитиз соггезройа {0 {№е пилиЪфегз 
Р,, хВеге п? < Р, < 2п2, ава $0 Ве пашЪег 2", уВеге п? < 2" < 2п2. 

НП &Беш пашЪег 15 Чепофеа Ъу Аз, Фев 


К = (212) — п(п?) + л(п) + 1. 
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ТБаф’з Бу 
Поз» 2и?] — [082 п] > [ювз п] + 1. 


Эшсе &Ве шах Ми, 2и2_1(1) сап Бе гергезеще4 аз 
Мю, 212—1(1) = Ми, 20 (1) + Ми. (21-1) Ми. 20 (4п-+1)+.-- Мю. 2.(21? -2т—1). 


ТБегеЮге, апу оЁ &Ве шабл1сез М»,,2т(А), \Вете п > 10, Л > 2п, (А, п) = и(п), ми 
эатЩебЬтои?В ап ипсгоззе солииз, сошратше мБ Фе шафах Мт,2.(1) пое &Баф ш 
оба] Пеу Баме аф |еазб [1055 п] чисгоззе4 райге4 со[атииз &Ваф таке ар Фе $\ш ргипез... 
ТЬ1$ 15 Бесалзе Ве шах Ми, 2„2_1(1) Ваз а име соаои соггезропа! те $0 Ве пипег 
Л* = п2, ап4 чисгоззеа соГатапз (паса те &Возе Баф таке пр зпаре {\1пз) Юг апу рагКу 


2 


п, УЛЕВ тезресф $0 Фе сопиип (пашфегз) 7” аге аггапое зутлтейлсаПу. Траф’з хВу 


*(2т?) — Р(2п) > Р(2п), 
(Бозе. {Ве $\ш ргипез аге шпишегаЫе. 


ТБеогет 15.2 [2Р — 1, ийете р 13 а рите питбет, по а ты ие о} 5, Феп И 13 а 
руте питьбег. 


Ргооё. Ир ва рише питег, $Ъеп {Ъе пашЬег 22 + 1 15 а шаре оЁ 3. ТБегеЮге, бе 
пишЬег 2—2 1за шаре оЁ 3. & ЮПозгз $Ваф опе о {Те патЪетз 22 —2, 22-1 13а шире 


7 
оЁ5. Виф ма[ше гот Ве рошф (пишЪег) 0, = [|], т=л(п) миЬ зер 1еп2%Ь 2, 1.е. вер 
—1 


13 еаиа] $0 &\о зестпепф$ оЁ ип еп2 6, { аЁег Э сегфали пишБег оЁ зерз ме зер оп фе 
рошф (патЪег) 2Р — 2 ап4 1 $пгпз оф Таф 2Р — 2 13 по а шаре оё 5, &15 шеапз аф 
Те пишЪегз 2Р — 4 апа 2Р {+ 1 = 2Р — 2 З1за шаре оЁ 5, апа 2Р — 1 13 рише. Весамзе 
еуеп ап4 о44 пашетз сап Бе тедисеа фо $Ъе зате Аппепзюп. ТБе АШегепсе Бефб\муееп те 
пеагез$ еуеп апа оЯ4 питЪегз 13 2. ТБаф 13, Бо В еуеп апа оа4 питЪегз сай Ъе тгедяасе4 фо 
{Ве зат оЁа сегбаш пилаЪег оЁ $03 (збатше Ёота &Бе О», соап, ог Ёгота фе 1 содиап). 

Егош ТЬеогетш 6.3 же Кпо\и &Ваф р 13 а Мегзепп ргише (М), &Веп 2Р — 1 = 48 а!з0о 
а риште. ТЫ сопйтиз ТЪеогеш 15.2. 


Мое. ТБеогет 15.2 ргоуез $Ваф Те ргосезз оЁ шиаШр|Псамоп (4яюп) оп Ве пишфег 
ах! 13 поё а[мауз а звог6 а4ЧИйоп (зиБфтасйоп), аз Ц 18 сомшощу БеЦеуе4. Весамзе $1е 
тезиз оЁ $Ъезе орегайюопз аге г@ауе, 1.е. аге аеВпе4 ш г@а®юоп фо АШегет рошёз, Би 
ш Ще зате Чтес®Яюоп. 


ТБеогет 15.3 Трете 15 аё (еа3ф опе Метзетт ртуте бефшееп Фо сопзесиние Ееттай 
ртипез (Е»). 


РгооЁ. ТТеогеглз 6.3 апа 6.4 збабе {Ваф 
о еы о, В ТЕ Вы е а 


ЗА, о, 


ТБегеЮге, олуеп $Ваф Ве зтаПез$ Мегзеппе пишфег 15 3, ап4 Фе зтаПез$ Кегтаф ргипе 
185 (115 поё сопз@егеа а ргипе), ме эеё 


Рю, < Мрт < Е 


Рть-1 * 
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Эшсе Ве Мегзеппе ргипез (М,) сап а]50 Бе оате4 #гота Ве земез М» = 2°—1 = 31, 
ап {Ъеу аге а]зо Тосабе оп Фе розшуе зесйоп оЁ $Ъе пишегса] ах!з. ТБегеЮге, 1 1$ 
роззЫе &Ваф шоте Вай опе Метзеппе ришпе еП Бебмеей $\0 сопзесийуе Еегтпаф ргипез, 
зиср аз Ют Фе пашЪетз 

17 < 31 < 127 < 257. 
Бис а зе6 оЁ Еегиай (ЁР,) ава Мегзеи (М) ргиаез 15 по& ехсаде4, Бесамзе феу а150 


Черепа оп %Бе Ашесйоп оЁ фе: са]сл]алоп апа {Ъе еогега 1$ ргоуе4. 


СогоПагу 15.1 [0 = Пре, т = п(2”) апа и(2%) = 1, Феп \е питфетз 0», + 1 апа 
0, — 1 ате т ритез. 


РгооЁ. Егош ТВеогеш 15.3 же Кпо\ {Ваё 0» + 1 ва Еегтай ргше # 22" + 1 в реше. 
Ву Теогеш 15.2 Ве пашЬег 2Р — 1 за Метзепи ргиие паяшЬег Ё р 15 а Мегзеппе ргипе. 
ТрегеЮте, еуегу ших 4ерепа$ оп и(п), 1.е. ме Вахе 


т=6б+1=5-2, 13 = 12+1=11+2, 19 = 18+1=17-2.... 


У\е м зее {Ве заше р1снише оп Ве пишаЪег зестенёз [1,2,3,...,2” + 1| ава [22” — 
И, оО 20) =Т ава 2-1, Е 


аге Еегила% ргипез Ёь. 


Треогеют 15.4 | л!(х) зпошз Фе питфег о} руттез ШКе 4х — 1 ата по(х) зйоиз Фе 
питфег о} рттез @Ке 4х - 1, еп 


1 (2р”) — п2(2р?) = [055]. 


Ргоой. Сопу4ег фе ехфепае4 шах Ми, 2р2(1), мВеге т» = т + п”, т = л(р?), 
т” = п(2р) “ШсЬ же гергезе ше Ююгт 


М», 252 (1) = и. Т 1 яя и, (2|2). 


Геб’$ сгозз омф аП &Возе сопилиз оЁ $Пезе тадфл1сез ш еасб оЁ мас $Ъеге аге а |еаз 2 
рего геталп4ег$ ш Бе гомз 1 << т, 1<# < л(2р). 


1. Тье шафих №, р2 (21 1) сощалаз &Ве пашаЪег оЁ цпсгоззе4 соли 


м =п(2р”), 
ава {Ве сгоззе оф Ё1 = р? — К* (Ъе соитав сотгезропа те фо {Ъе пишЪег 1 15 ао 
ипсгоззед). 
2. №, 5?(2|2) сопбайлз {Ве пашЪег оЁ иисгоззе со[атапз 


К" = 2т(р’) + 2082 2), 
апа {Ве сгоззе4 оф №2 = р? — №5. 
Атгапетае &Ве тад1сез №, р2(211) ап №, р2(2|2) эВ сгоззе4 оф со[аталз зо {Баё оп 
опе з14е {Тете аге ипстоззе со[атпз ап4 {Теп стоззе о ап сотралгште Ве таф1сез ш 
заср ап атгапоетлет® оЁ со[алооиз, ме обаш {Те еогеш эшсе фе шадт1сез Вахе &Ъе зале 
питЬег оЁ со[атппз. ГБегеЮте, Ве пииЪег 04 стоззе4 оф соГататз $Ваф аге парез о 5 13 


[052 р| тоге Вап озе сопиплз Ваф аге и р]ез оЁ 3. ТБегеЮте, &Ве Ч Шегейсе Бебмееп 
ргипез ПКе 45 — 1 Бесотез [1055 р] тоге вап ще патЪег оЁ ргииез о{ Ве юг 445 + 1, 1.е. 


п(2р?) — п(р?) = п(р*) - [057]. 


ап {Ъе еогета 15 Беуоп4 4оч. 
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СогоПагу 15.2 ТАе юЦоилтд таайоп, ро 48 
Гр”) - №2) > Р@р). 
РгооёЁ. Ву Фе ШФеогу оЁ гетала4ег тафтсез, ме Баме 


Гт(2р?) — (2?) = л(р), 


Вепсе 





т(292) + 1) = (О, = 








\ЫсЬ ргоуез &Бе сотоПату 15.2, Бесалзе Фе питаЪег оЁ ргипез (сот) 4ереп4з оп &Ве 
Чтесяоп оЁ Ве сайсШаюоп. Ш ме са]с]абе Бета збат ие гота Ве пифег О», о &Ве 11518, 
{Веп фе пашЪегз л(р) аге сопз14еге4 ргите, апа Ве патЪегз [1055 р] ате сотрозКе, ап4 
Ш ме са1сафе $Веш эбагЫте Вот 4Ъе пишЬег 2р? {0 Фе Пей, еп Фе пашЪегз л(р) 
Бесоше $Ъе теталшетз оЁ ату1Ате зоше ргипез Бу %Бе ргипез р, \Беге 2 < р; < р, апа 
«Ве патБегз [1052 р] Ъесоше пе\ ргипез. Т$ 15 ехр!аште4 Ъу Ве Ююгшча1аз 


Ги (0) + (р) = п(р), Ги + ь() =п(), 0, = 2 т=л(п). 
1=1 


СогоПагу 15.3 ТАе юЦоилтд т@айоп, по 


п1(р?) + п2(р?) = [юв> р]Р. 
Тре ргооё оё Ще согоПагту ЮПо\гз фтглаПу йошт ТЪеогешт 15.4. 


СогоПагу 15.4 Рт 1 < ЕЁ < р, л() = (Е - 10л*() + [056 
п(Кр) = Кл*(р) — 1, шйете п* (п) 18 Фе питфдег 0} ода ртатез < т. 


Ргооё. Сопз4ег $Ве шафих М», кр(Т), \Веге т» = т + т’, т = п(р), п’ = п(МЁр), 
апа гергезепф 1 аз 


М. кр(Т) = Мт. (1) + М. (р) Е М. ь(2р) а М. ь((Е =). (а) 


МУе сгозз оп аЙ ФЪозе со[алпиз оЁ Везе тпафл1сез ш еасЬ оЁ маеЬ Ъете ате аф |еазф 2 хего 
теглалпаегз ш &Бе го\з 1 <1<т,1<# <л(К) =т. 

2 Ве шаблх М», .р(1), мысЬ 15 оп $Ве т125-Бап@ зе оЁ Ве заш (а), Феге аге 
п(р) + 1 посгоззеа со[аиз, оЁ эВ ощу опе 15 етрбу (оез поф Вахе 2его ге пез), ап 
ш обЪег$ - ошу опе #его гез але. 

шт Ве гетала$ плафт1сез оЁ $18 зи, Ве ипсгоззе сопитиз аге етарфу ($Веу ао по 
Вахе хего гез1а]з), 1.е. соттезропа $0 ргипез рь, \Веге р < рь < Ёр. Эшсе &Ве патЪег 
оЁ Пезе тафтсез 15 едла| $0 К — 1, апа еасВ оЁ Вет 15 зиоЦаг $0 Ве штабах Ми, р(1), 
{ВегеЮте, еасВ оЁ $Веш 13 сошраге мибВ Ве шайлх М»,р(1), Юг &Ве шахииишт патарег 
О? хего гез1Чиа1з, ме себ фе сопзесмеисе 15.4, 1.е. Фе фоба] пишаЪег оЁ зпаре со[аиз Ш 
Ве шафих М, кр(Т) 18 ехргеззе4 Бу Ве Югшиаз 


п(Ер) = (К - Пл” (р) + [082р] ог л(Ёр)= Кп"(р) — 1. 


Мофе. ТБе согоПату 15.4 13 еазу {0 ргоуе Юг Фе шайсез М», п(1), Ми. .2.(1), мЪете 
21п. 


Срарфег 16 


П1у15100 ОЁ питрегз оп &Те пите!с ах!$ 


п оаг шш43, Ве ргосезз оЁ АГяюп 18 сагме оф аз а этопрше оЁ ех1зН ие оБ]ес&в, 
теваг]езз оЁ ас оБ]есф апа ш мВаф от4ег Ъеу аге з@есёе юг этопрше. [ фигоз оф 
$Ваф пишЬег$ оп Те пашЪег ах1з сап а]зо Бе отопре4. 

п Мафблх шабетайсз, патЪетз аге отопре4 аз тез1Чиаа] тпафт1сез. Аз Юг ехашр]е, М 
2п, сопзесайуе пабиага] пилиЪетз ате р1уей, еп &Веу аге сопз1Аете4 ш шайлсез Мтп(А1) 
ап Мтп(А2), \Веге т = л(п), А2 = М+п-+1, о Мтп(21^) ава Ми А+ 1), т = 
п(п). ш еЪег сазе, диезйопз ат1зе ге]афе $0 Те ргорегИез оЁ патаБегз ш еасВ тпафх, 
ереп4 т оп {\е уаае о Л, п ап4 л(п). То апз\ег зотпе оЁ $Везе члезНопз, сопз1Аег Ве 
плат1сез М), „(1) ава Ми п? (п? + 1), мВеге т = л(п?). 


Треогет 16.1 ТйАе т4айот 
п(п?) — По. —-1< п(2т?) — п(п?) < п(п?) + [055 п] + 1. 


РгооЁ. Сопзег Ве шайлсез Ми„2(1) ап@ Мн и2(п? + 1), мБеге ть = п(п?). 16 из 
ехрап4 $Тезе тафт1сез, 1.е. еасВ палет согтезропАте $0 еасБ сопли оЁ $15 тайлх 13 
БасбЪег Чу14е4 Ъу Бе питЪег ра, \еге 2 < ра < [М2п?] 13 а реше пилаБег. \е жтие {Ве 
теза те гез14иа]$ ш $Ъе сотгезроп те со[аап оЁ еасЬ пабах. 

МЛеп ехрап4 ше тайт1сез, $Вет м1 ул шсгеазе ап Бесоте т» = т- т”, мете 
т = л(п?), т” = л([М2п?]) - 1) р2. 

Геё’з сгозз оф аП Бозе соГатоиз оЁ Безе тайл1сез, еасБ оЁ м сЬ Баз аф 1еаз$ &\о 2его 
тезаез ш &Ъе гомз 1<ь <т+т%. 

Рауше абепйоп фо шабтсез м сгоззе оп сои, ме поёе {Баф 

1) ТЬе шабх М», „2 (1) Ваз {Ъе пллифег оЁ ипсгоззе4 со!атопз 


К* = л(п2) + [02 п?]. 


Г® 15 (аКеп по ассомиф Бете $Ваф $Ъе сопла сотгезроп@ те $0 Ще пашЪег 1 13 а1з0 ип- 
стоззеа. 
2) ТВе шабих М» „2 (п? + 1) Ваз Ве пилаБег оЁ ипсгоззеа. соГатпз 


к = (202) — (п?) +1. 


Ушсе атопе {Ве пашЪегз п? + 1,72 +2,...,...,2п2 4Веге 15 опе пишЪег оЁ Ве юга 27. 
Атгапелте $Ве сопиилз оЁ тпафл1сез ассогАте $0 Ве шахпиаит залар[е оЁ хего гез1Ча] 
зо Таф сгоззе оф со[лиии$ аге [осабе оп опе э14е, ай4 $Веп ипстоззеа опез, ап факте 


87 


88 Е. МКгбимуап-Мафтх шабВеша сз 





1160 ассопи Ваф Ве питЪег оЁ со[ллатз ш Ве тафтсез ате едаа], сотратт$ Ве тафт1сез 
ш зиср ап атгапоетлеп® оё со[атлиз, ме оБфала {Ве гайо 


п(п?) — [02 -1< п(2т?) — п(п?) < п(п?) + [055 п] + 1. 
'ТБе Ъеотет 1$ ргоуе4. 


ТБеогет 16.2 фа Ь, ирете а > 0,6 > 0, 2 < р а рите пимише ор, Фет аР - 
3 а тёише оЁр?. 


Ргооё. Эшсе Юг а = В Те Теогеш 13 фтае, ВетеЮте, Юг а = 6, але $0 Фе зутшефту оЁ 
а- 5, \е сап баке а >> В, а >> р. Ви Теп а = ар- 6, *Ъете с 13 а1з0 ап п\цевег. 'Гаф 15, 
уеп а 13 Аллаеа Ъу р, &Ве геталаег 13 |6]. ОТегулзе, ме саппоф ассер® &Ваф $Ве патЪег 
О (2его) 13 а шаре оРа, р апа 6. Непсе, 


(ра — БР? = (ра)? — р(ра)Р 16+... р(ра) - РТ - +В. 


'ТБе %Беотгеш 13 ргоуе4. 


Мофе. ТБе ргоо} о? 'ТПеогеш 8.2 15 тглаПу оБбате4 гот Ве ргорег@ез оЁ {Ъе гетали4ет 
шаф11сез. 


ТБеогет 16.3 Тре пиа@е соштт, о} Фе тай Ми,л»(1), шпеге т = п(АР-"), 21, 
сотфалтз зето тетилтает 1т, Фе тд соттезропту ю Ше рите питфет р > 2. 


Ргооё. Е!г3$, пофе Паф Ве Ппе сотгезропАте фо фе пиштрег р 15 $1е Ппе мЪеге аП Фе 
теташаетз {№аф арреаг Бей @у1Ате Ве пишЪегз 1,2,..., АР Бу Ве пашет р аге расе4. 
Эшсе ЛР — Л = Л(ЛР-1 — 1) 1за шир оЁр ава Х. ТБегеге, # {Ве има е сои ой Ве 
шафих М», л»(1) 18 4епобе4 Ъу Л*, {Ъер Л* Ш а]зо Бе Ме плае соли оЁ $Бе шах 
Мт.о„-+2 (0). Эпасе р|0, &Бев р|2А*, № ЮПожз Ваф р|Л* Ш р > 2. ТБеогеш 16.3 13 ргоуе4. 


СогоПагу 16.1 Тйе едиайот хР + уР = 2Р рт (т, у) = 1, (1,2) = 1, (у, 2) =1югр>2 
раз по зоиИот8 т шпае питфетз. 


Ргооё. Зиррозе {Ваф {Ве шалсез Миа (1), Мур (1) аге глуеп, \мВете 21,21, (х,у) = 
1. [ т*, у* соттезропа $0 %Ве теап со[Гаиз оЁ $Везе тафлсез, Вей Бу ТБеотеш 16.3 
уме Баме 2р|2х”,2р|2у*, Бесамзе 1” а]зо сотгезроп4з {0 &$Ве шеап сопиип оЁ $е шафх 
Мн, (22)? (22 + 1). Неге 0» = 0, = Пе, р. Эшсе фе едпайов хР + уР = 2Р 13 зушшейлс 
УИ гезресв $0 {Ве ипКкпо\из$ 5, у, \\е сап а]з0 реф Таф 2|22*, \уреге =* 13 Ве шеап сои 
оЁ тафих Мт,.2+2(2). Ц 13 ‹еаг Таф Юг р > 2 ме ощаш (т,у,2) = р, апа Ве едиайоп 
хР + уР = 2Р Юг (1,9) =1, (5,2) =1, (9,2) = 1 сай Вахе ап ицерег зо оп ошу Ш р = 2. 


Срарфег 17 


ТБе л(и) Капсйоп апа {Те Стурбо2тарымс РгоЫепта 


Аз уой Кпо\, фе Кшсйоп л(п) зБо\уз Фе патфег оЁ ргииез поф ехсее@ те &Ве патЪег 
п, апа и(п) 13 Ме пашЪег оЁ Чегет ргипе 41х1зотз оЁ $\е питЪег п. Эшсе &Ве Чауз 
оЁ Агсьитедез, &Веу Вахе Ъееп 1оокшв Юг угауз $0 шоге еазПу 4ейпе л(п) ап4 и(п). Ви 
$Ъезе те о4з Бесоше Бе[резз мТеп п, — со. ш Ве шо4егп 4еуе]ортлеив оЁ Веотей са] ап 
аррНе@ тафВетасз, фе Кпсйопз$ л(п) ап4 и(п) ате оЁ 4ес1чуе ппрогфапсе. ТЪегехе, 
апу Ве оЁ заепсе саппоё ао мои еесфтошс сотприфегз. ш 4518 агые, ту гоа] 18 по 
фо туе Ёасёз сопйттише \раф Баз Бееп зала, Ба $0 ЁасПбафе Пе ргосезз оЁ аефегтииие Фе 
уаез о л(7) ап и(п,) ми $Ъе Вер оЁ тез1Ч па] тпаёт1сез, \Ъ1сЬ 13 ап парогбапе рго ета 
оЁ стурбостарВу. 


Треогел 17.1 ТАе таайот 
(п(р))? — [юр] -1< (р?) < (п(р))? + [ю5 +1. (17.1) 


Ргоо{. СопзЧег а запате шах М, р2 (1), т = п(р), № Ваз а пла сопли Чепобеа Бу 
А*, еатПег ме ргоуеа &Ваф Л* тафсВез а, ргиае пашЪег. ЕхрапАте $113 шах, ме оф Ве 
га$1о 

п((р+1)?) — [ово] — 1 < л(р?) < п((р- 1)?) + [ю82 р] +1. (17.2) 


ТЬв 13 а сопзедаепсе о 'ТБеогет 12.3. 
Тре даезйоп аг1зез, Во\ сап уоц эбтепе еп &Ве Юта (17.2)? АЁКег аП, Фе тафлх 


М 


. р2(1) сап Бе тергезеще4 аз 





М. 21) = Минор) + Ми. рр +1) +...+ Ми. ь(ф- 1+1), — (73) 
ай а]зо ш Ве Югш 
МАИ) —= Ми, (1) т Ми», (А ик 1), (17.4) 
ап ш &Ве Югш 
а] = М№..л(211) + №», л(2|2) (17.5) 


Неге Л = [= т» = тт, т = л(Л), т* = л(М2^), р # 2. Ап ао ш Ве юг 
Ми. (1) = Ми, (1) + Мирр +1) +... Ми, (Ф- 1-1). (17.6) 

ТБе едаа%у (17.6) сай Бе зутБойсаПу гергезеще4 аз 
Миа (1) = (Мира (1))* (17.7) 
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ТЬе уаше р? зВо\з 4Ве пашЪег оЁ а| пабига! пашоБегз оп Ве пишегса] зеотен 
[1,р°]. 

Сопз1ег е шабл1сез М„,л(1) ава М»,л(Л + 1), хЪеге Л = |= ‚т = п(Л). Гебз 
ехрапа {Беш, 1.е. еасЬ плашаЪег сотгезроп иле фо еасЬ сопло оЁ $13 тафих 13 4глаеа Бу 
2< < [4/2р?] апа Бур < 2" < 2р. \е мтце Ще тези т тез4иа]з ш Ве в1луей соГалатз 
оЁ еась тафлх. 

Геф’з сгозз оф аП Позе со[атпиз оЁ $Везе тафт1сез, еасВ оЁ \исЬ сопфаллз аф 1еаз$ 6\о 
его геталиа4егз ш фе гомз 1 < в < 1+ Ы. 

1) № Ме шах М», л(Т), Ве пашЪег оЁ ипсгоззе4 соаталз 


#1 = л(Л) - [082]. 
2) ш Ме шабах Ми, (Л + 1) Ве пашЪег о ипсгоззе: соГататз 
К = п(2^) — п(Л) + 1. 


Весамзе атопе фе пашЪетз А + 1, ^-2,...,2А Фете 1$ опе пашЪег ПКе 2". 

Ге’з атгапрое фе со[атиз оЁ Ве ехбепаеа пафл1сез ассог ше $0 Фе шахииит питег 
ОР тего тез ла]: зо Паф оп опе мае 1еге аге сгоззе4 оф соли, ап4 %Веп писгоззе4 
опез. Эшсе {Ве пишЬег оЁ сопитиз оЁ тафтсез 15 Ве зате, сотпрагше {Вет ш заср ап 
аттапретепь оЁ со[атапз, ме оббалш Ве гамо (17.1). 


СогоПагу 17.1 ТАе юЦоилтд т@айоп, по 48 
п((п+1)2) — овьт] — 1 < я(?) < (в - 1?) + юз = (178) 


Ргооё. СогоПагу 17.1 13 еазу $0 обаш Нота %Ще ргоо{ оЁ 'ТБеогет 17.1, № ме факе шфо 
ассоци$ {аб {Ве Югш]аз (17.1) ава (17.2) сай Ъе зтепеЪепеа Бу фаКше ибо ассоии$ 
и(п + 1), к(п) ава и(п -— 1). 


СогоПагу 17.2 ТАе т@айот, 


2[1052 1] —-1<л((п-+ 1)2) —л((п- 1)2) < 2[082 п] + 1. (17.9) 





Ргооё. Сопз@ег Ве шафйх №, „2 (211) ап4 Ве шабйх №, 2(2|2), жеге т = л((п-1)?). 
Геё’з сгозз оф а[ $Тозе соатлиз оЁ {Безе шафг1сез, еасЬ оЁ \ЪсЬ сопфализ а |еаз6 опе 2его 
тетата4ег т Ве гомз 1 <#<т=л((п- 1)?). 

1) ТЬе шавах №, „2 (211) Баз {Ве палаЪег оЁ ипсгоззе4 соГатиз 





ТБе сопиюп сотгезропАте $0 Ве пишЪег 1 1$ ао ореп. 
2) ТБе табих №, „2 (2|2) Ваз {Ве пиалаБег оЁ мисгоззе4 соГатапз 


Ко = 2052 п]. 


Атгапете Ве со[ататз оЁ тайт1сез ассог те фо Ве тахииаит патаЬег оЁ хего гез1Чиа] 
зо Та писгоззе4 со[атпиз аге 1осабе4 оп опе з14е, ап еп стоззе оф, ап сотрагте: ве 
таф1сез мВ зисВ ап аттапоететв оЁ соатаз, \ме оббалт фе гало (17.9). СогоПату 17.2 
13 ргоуеа. 


Мофе. Ву 3 сотоПагу, уой сап 4ефегиише Ве ехасф пишЪег оЁ ргипез ш апу п\егуа оЁ 
питьЬетз оп фе пашенса] ахлз. 


Тье л(п) лисйоп апа &Ве стурбостарВу ргоМет 91 





СогоПагу 17.3 ТАе юЦоилтд т@айоп, по 48 
п(М№) = (п(п))?, п = [084 М. (17.10) 


Ргоо. Эшсе 22№ = 2М2\, [ю5, №] = [05›2М№]. Зиррозе Ъаё [05. №] = п, еп № 18 
розЫе поф ощу {0 езИтае л(М№) Ба аво л(№2), этсе 


(№) = (п(п))? + [082 п], п = [084 №. 
'ТБеогеш 17.2 Тре геайот, 
и(М№) = ь(и(тл) + и(п2) + и(пз) + и(па) + и(п5)), 
ийете 
пл = [085 М]; п2 = [083 №]; пз = [084 М]; па = [055 №]; п5 = [057 М]. 


Ргооё. Эшсе {Ве па сойти оЁ $Ве тайтсез Ми, 2м +2(0») ава Ми, э2м-1(1), хВеге 
т = п(2^), 0 = Пл. рь сошеве, фегеЮхге Фе папаЪег 22-2 тау сошбаш хего гез а] 
ш {Ъе сопилиоз 4Ваф сотгезропа $0 $ЪВе пашЪегз па = [082 №]; п = [0#3М№]; пз = 
[оэ. №]; п4 = [055 М] ава п5 = [057 М]. Виф Безе со[лиот$ шау сощаш гереайпе ргипе 
Гасфотз, ап \ме ате оу шбегезе ш уамомз ргппе ЧГ\1зотз оЁ №. 'ТБегеюте, Ве оБбатз 
$Ъе аззегаоп оЁ 'ТБеотет 17.2. 


Мофбе. Г 15 Феаг {Ваф мБ &Ще Бер оё %1е {Теотеш 17.2 № 13 роз Ше $0 Чебегиише аП 
Чгязогз оЁ $Ве питфег М. 


СогоПагу 17.4 {Ще питфбег № 13 рите, Фет та, пэ, пз, пл, ПБ соттезрота ю зип е 
юттей пиитфетз, 3.е. плитфетз ор ве ютт В к > 1, Р варите питфег. 


Ргооф оЁ Ве согоПагу ЮПо\уз ытлаПу от Бе Веогет. 


Треогел 17.3 ТАете 13 а т4айот 
1085 п] —1<л((п + 1)2) — л(п?) < [ово п] +1. (17.11) 


Ргооё. Сопз@ег 1е тайт1сез Ми „2(1) ава Ми „2 (2-1), жТеге т = л(п?). егз ехрап4 
фреш, 1.е. Алл4е еасф пллиЪег $ аф соттезропз $0 еас со[ати оЁ $езе шафисез Бу бе 
питЬег р уБеге ра 15 а ргипе патЪег засБ Ба 2 < ру < [М2и?]. Ме епбег Ве геза 12 
тез ла]: плбо Пе соттезроп те соплтлз оЁ $613 тафлх. 

Геф’з сгозз оф аП Позе со[атпиз оЁ $Везе тафт1сез, еасВ оЁ \исЬ сопбаллз аф |еаз$ мо 
лего гезАчез ш &Ве го\мз 1 <#< л(п?2). 

1) ТЬе пишЪег оЁ ипсгоззе сопли 11 Фе тафх М, и? (1) 18 


М = 2008» п] + (2), 


зшсе фе сои соггезроп 12 фо Ве палафег 1 1$ а1з0 поф сгоззе4 оф. 
2) ш Ме шах Ми, и2(2п, + 1), Ве пяшЪег оЁ цпсгоззе4 сойти 15 





Эшсе 16 13 розз]е атопе {Ве пишфегз 7? + 1,72 -+2,..., (п-+ 1)? {Вете 15 опе пилаБег 
оЁ Те Ююгш 2”. 
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Сопзегштя; Ваф Ве ша1сез М», „2(1) ап@ Ми и2(2т + 1) Вахе сотатоп со[атаиз 
Ъаф соггезрова $0 Ве пллифегз 2и + 1,2%+2,...,п?. \№е сай 1епоге ет ап сотрате 
фе шабтсез Ми, 2»(1) ап Ми, 2(п? + 1) \ИВ атеаду сгоззеа оф сопли. 

Аггапете Ве со[аталз оЁ тайт1сез ассог те фо Ве тахииаит патег оЁ хего гез1Чиа] 
зо БТаф стоззе оф со[атииз аге [осаде оп опе э14е, ай4 $Веп ипсгоззе опез, ап факте 
1160 ассомиф $Таф 


М т? (21 + 1) - Мти2(1) = Мт,2и(п? + 1) - Мт2и(1) = (т, п,2п +1). 


Сотрагше фВе шафт1сез м заср ап аттапеетете оЁ соГаиз, ме оБбаш %Ве теаЯоп 
(17.11). Оегулзе, же 2еб {Таф фе тал1сез 4о поф Вауе &Ве заше пишаЪег оЁ соло. 


Треогет 17.4 Тре таайот 


2п(п?) — т(п) < л(0п?) < 2т (и?) О Е (17.12) 
Ргооё. Сопз@ег (Ве табгсез М», 2 (1) ааа Ми? (п? + 1), жТеге т = л(п). \е ехбепа 
{Беш аз ш ТБеогешт 17.3. [её’з сгозз оф аЙ Тозе со[лапз оЁ Безе тайт1сез, еасЬ оЁ \асЬ 
соггезропаз фо а сотрозце питрег. 
1) Те пишЪег оЁ ипсгоззе соГллилз 1 фе табх Ми, „2 (1) 18 


йе = п(п2) +1, 


зшсе Ве соГалпи соттезропАте $0 Пе пашЪег 1 1$ а]з0 п0% сгоззе4 оф. 
2) ш Фе шабих М», 2 (п? + 1), Ве пишЪег оЁ иисгоззе4 соГатиз 18 


2? его ап поптего геташ4етз, апА 1 еасЬ 


Эшсе ш еасЬ то\ оЁ еасЬ тафих Пете аге % 
соГатаи оЁ Ве зале тпайл1сез Феге ате (п) хего ап попиего геталоаетз, егеЮге, ш \е 
шавйх М, и? (1) оф оЁ А] ипсгоззе4 соплииз ошу п(п,) сопитиз Вауе опе его гетатает, 
ап4 %е гезё ате етруу, 1.е. Щеу 4о поф Вахе его гезчез. ТБеу аге сотрозе@ ощу оЁ 
поп-2его ге ча]. п фе шах Ми, и? (12 + 1), а| Аз ипсгоззе4 со[атопз аге етарйу. Ге’ 
атгапре $Ве сопиипз оЁ шайсез ассотАте $0 Ве тахпиат питшЪег оё хего гез1Чпа]з зо 
{Каф оп опе зае Теге аге ипсгоззе со[липз, ап {Ъеп сгоззе опф. [её из сотараге Бе 


шайлсез ми засЬ ап атгапретет® оЁ со[аталз, ме оббаш {\е табло (17.12). 
'ТЬеогет 17.5 Тре г@айот 
2(п(п))? — 21082 п] — 1 < л(2п2) < 2(п(п))? — [ювот] + 1. (17.13) 


Ргооё. Сопз@ег Ве шай1сез М», „2 (1) ава М, п? (п? -+ 1), \Веге т = т(п). [её из ехбепа 
{Беш аз ш ТЪеогеш 17.3. \!е сгозз ош а Бозе соплиииз оЁ Безе шафгсез, еасЬ оЁ \ТсЬ 
ш го\з 1 << т Баз а [еаз6 2 хего гез1Чиав, т» = т т”, т” = л(М2п2), т = п(п?), 
1<1<пй. 

1) Тье пишЪег оЁ иисгоззе согалиоиз 1 Фе шафих М», и2(Т) 18 


т=л(и”) + 206 п], 


зшсе Ве соаи $Таф соггезроп4з $0 $Ъе пашЪег 1 1 сошрозе оЁ оу Вет поп-хего 
тетало4етз. ТВегеЮге, ш +Резе Ат ипсгоззе со!латз, ФВе паЪег оЁ поптего геталааегз 
15 

К = А -т(п) — А -1= А (л(п) - 0+1. 


Тье л(п) лисой апа &Ве стурбостарВу ргоМет 93 





2) ш \е шаблх Мн, из (п? + 1), фе пишЪег оЁ ипсгоззе4 соя 18 
&* = п(2т2) — п(п?) + 1. 


Эшсе атопе Ве пишЪегз п? + 1,72 +2,..., (п+ 1)? Ъете 15 ошу опе патаЪег о Ве юг 
2". ТБегеЮхге, 1 Безе А5 ипсгоззе4 сопилиз, $Ве пишаЬег оЁ поптего геталп4етз 15 


Ко = Ко. п(п) — 1. 


Весамзе ш еасВ оЁ $Ъе тах соатопз Феге аге л(п,) 2его ап4 поп-хего гез1 Чиа], ап4 11 


2 


еасЬ го\’ оЁ еаср тадлих &Веге аге п” 7его ап поп-7его гезАла/5. 


АКег ехрапАте &Ъе шафгсез, Бе юЮПо\млие ге]аоп Бо14в: 
Ме. п? (п? + 1) — Мн. п2(1) == С» (ть, п, п? а 1). 


Сопз1аегие $13 гаё1юо, же сотпраге $Ве тафлсез \озе со[алпи$ аге юсафе4 зо &Паф оп опе 
з1Ае \еге ате ипсгоззе со[атииз, ап оп Фе оЪег, сгоззе оф, ме се {Ве гало (17.13). 


Мофе. Сиуеп и(2п2), Ве уаше оЁ л(2п2) сап Ъе аебегиитеа пр фо 1. 

ТЬеогетаз 17.3 - 17.5 аге а]зо согоПалез о{ 'ТБеогет 17.1. 

Виё эшсе Щеу езбитафе $1е питЪег оЁ ргипез оп АШегеп% ратбз оЁ $Ве питетса] ах1$ 
ш т@айоп фо Ве его рошф (омет), ме сопз1Аег $Вешт аз зерагафе Веогетиз. 
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Срарфег 18 


Сошшепзига Ме апА шсоштепзагаЫе зеолтеп$$ 


эпаирПуше $Ве едиай\юп 
(ат)? + (уп)? = (2т)?, (18.1) 


у ете п, 1 ап ат {тагу пабита] питЪег, апа факте х = у=а, 5 = 4, ме 26$ 
а, (18.2) 


у ете а 13 Ще з1ае, 4 13 Фе Факопа] оЁ Ще запахе. 

Тре ех13 п табретайсз, шзбеа оЁ ехр!ате: фе едиаШу (18.2), 15 заязВеа ошу Бу 
{Бе 4еатаюоп \Фаф $Ъе эз1ае ап4 Часопа] о# а, залате аге шсоголпепзиага е зестеп{з. 'ТЪлз, 
$Ъе ргоШет о “тазс запатез” 15 Чтуеп шфо а 4еа еп зо &Ваф тафетайс1атз Ват ]у 
пойсе №. Виф ш уаш, Бесамзе $Ве ехр]апа1оп оЁ {Те {тиб оЁ &Ве еззепсе оЁ едпа®у (18.2) 
уошА Теа фо &Ъе сошта@1с®Яюотз {Баф ат1зе оп Фе пишБег ах!1з Чие фо фе шаш ах, 
эсер зауз $Ваф Ве пишЪег “АЕВО” 13 а шире о{ а[ пфесетз. 

Мафих шабБетайс$ &теафз &Бе едиа%у (18.2) аз Ве эшш оЁ $\мо зпаЦаг тайт1сез 
э\б 14еп@са] $165 апа фиагпз № 160 ап 14еп бу. Эшсе фе пашЬег оЁ о44 патЪегз оп Фе 
зеотпец$ [1, 20 — 1] ап4 еуеп патаЪег$ оп Ве зестпепв [2, 2п] 13 шаде ар оЁ п засВ зестеп&з, 
еасЬ оЁ мас сопбаз 6\о зертаепз оЁ ии 1епоё И. ТБегеЮге, &Веу аге оЁ едаа] ]еп2%Ъ, 
Баф аге Аебте4 (теазиге) улёЬ гезресф $0 Чегет ропз оп Ве патЪег ах1з. 

Еог шсотлтепзигафе зеслпет{з, фе юЮПомлие те|амоп Во: 





Ва Он Зое, (00)^, 183) 


Вергезеийие еуеп апа оаа пиегз оп АШегейв патетса ахез, фе омеш оЁ ме Ь 
13 зыЩе ге@амлуе $0 еасб офЪег Бу а зестепф оЁ ип 1еп2ё В, ме Био {феш фо а зш@е 
ппепз1юоп. ТЫ аПо\з уоц $0 сопз1 ег ода (еуеп) пашет аз &Бе зат оЁа сегбалп плорег 
о# $05. Таз, оп Ве патетса] ах1з, питегс орега&1олтз ате регюттеа поф Бу роз, мс 
утеге саПе платаЪегз, Бла Бу Ве пашфег оЁ ип зестлетфз $Баф аге ис Ву зрасеа Бебмееп 
Безе рошёз (пишЪегз). Те зба4у о{ патетса| ргосеззез 1; асИбадей 1 ме сопз4ег Пет 
оп Ч1Негеп пашегса] ахез, ют \мБасЬ Ве ргипе пишЪег$з < п аге азе4 аз &Ъе зсае. 'ТЪлз, 
еасЬ ртпае питфег Баз 1$ оми ах! оп \сВ 1$ ргппе пашЪег зеёз Фе зсае. У/Ъеп 
ргоуше $Веогетз изше $Ъе гетали4ег тайт1сез, ме изе4 418 шебо4, 1.е. зоше тез же 
изе л(7) ахез. Егота Фе рошё оЁ \ме\ оЁ ехзИпе шабетай сз ш Ве едаау (18.2) 
{Бе фтарзийов ош (а, а) = а %0 (а, а) = 1 в шехрИсаЫе, Бесамзе фе фгие еззепсе оЁ 
естааП®у 13 108$. Ви ш шабфих шаббетай1св 413 Бесошез сотреёеу ‹еаг ап ехрЦсаЫе. 
Тре питег!са] “сБаоз” $Баф &Ъе ‘пали ах1ото” сгеафез оп %Ве питег!са] ах1$, Ве тафлих оЁ 
гез1Чиа]з |еа4з $0 а, сегфайп раЖеги. 
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Майлх шабетаясз 1е4 13 $0 Те Ёас& $Ваф Те зсае оЁ $Ве питаЪег ах1; сапио$ Бесоте 
2его, ай 4оез поё аерепа оп мВе ег № оссирез а раг% оРа зётае $ Ппе ог а сигуе4 Ппе. 
М/Т ап шсгеазе (Честеазе) ш &Ве пилпЪег о з14ез оЁ а тесаг роуроп, ш \мсЬ сиез ате 
шзсгфе4 (4езст ед), № 13 парозз!Ые фо асшеуе едла у оЁ Те: тай. ш а уеп роузоп, 
{Бе га4и оЁ {Ве стситазсгФе4 ап4 1азсгфе4 стез Юг ап ап е оЁ а сегфали уае Беб\уееп 
({фешзеуез, мас аереп4$ ошу оп &Ъе э14е оё Ще роухоп, ог, шоге ргес1з@у, оп Ве зсайе 
оЁ Фе пашегса| ах1з оп \ЙысЬ 4615 зе Нез. СопуегЫпе: &Ве едиаюв 22 + у? = =? по 


? ог ибо {Ве едла у э? аи + с05? @ = 1 аё 4Ве заше ше ме 


Ве едлаШу 22 + у? =г 
фиги Бет бо 14еп Нез $па%ф зво\и Ве 41з$апсе Бефжееп $\о рошёз ш АШегеи% агеаз, ап 
Черепа ошу оп {Те зсае оЁ а влуеп пашейса] ах1в. 

Го 13 еазу $0 зее {Ваф поф ошу %Ъе зае оЁ &Ъе замаге 15 шсоттепзига Ме мВ {Бе 
та4и оЁ &е стсалазсге4 ап шзсге4 стсез, Баф а]зо {Те э4е оЁ ап едаПафега] $папее. 
ТБегеЮге, &1е Ч1аллефег оЁ $Ъе слтее 15 шсоттепзатае \Ь Те еп оё %Ъе сте ап 
{Ве Чалтебег оЁ Фе Ба 13 шсоштепзига е мБ $Бе р]апе оЁ $Ъе зигЁасе оЁ Те Ба|. ТЬ1з 
1е 4 фо Те арреатапсе оЁ Те птафюопа] апа фтапзсеп4етфа пилиЪег л = 3.14. Еог еШрзе 
апа е!рзо1аз, шсополпепзиагафе зестепз арреаг аз Юса1| 1еп={Вз оЁ асфиа] затЁасез. 

Мах шабетай1сз сопуегёз &Бе пашЬег ах1з ибо &Ве зи (соПесНоп) оЁ ап ш8- 
пце патЪег оЁ соттепзигайе ап шсопитепзига е зевтаетё$, ш Ве Ютш о сотропиа 
ап зпипр!е со[атиз (патаБегз), \мсЬ ате отопре ш Ве гезиа] тафт1сез, гесатезз оЁ 
уревфег {Веу аге |осабе оп а зётале Ппе ог а сигуе. 

Тре \пое стезЯоп 13 Во\ $0 Нпа \е 413 Ъа оп рабегиз оЁ Везе ппайл1сез (со[атпиз, 
пишрегз) оп Фе пишЪег ах1з. 


7% 
Тре пойоп оЁ пабига] его (0), хЪете 0„ = [] р т = л(п), асШбабез Ще зодийоп 
2—1 


оЁ 1$ дчезйоп. Те пишЪег 0» Югсез из $0 гесовлие $Таф Те пишЪег 1 ($Ъе зсае оЁ 
{Ве пашенса] ах1з) 13 &Ве Бестия оЁ са]сшафше оаЯ плшфегз, ап Ве пилаБег 2 13 
{Ве Безлиише оЁ са]суаште еуеп пишЪетз. Ву зерага ие {Бе еуеп пишЪегз гот фе о4а 
опез, О», Бесотез $Ъе ах1$ оЁ зуттшефгу Юг Тезе питрегз, \м1сЬ аге еуеу зрасе4 оп Боб 
з1ез оЁ О», бигоше Ве патЪег ах1$ По а ЧазВеа ше. ТЪаз, Ве пашЪег 0„ аПомз бе 
питегса] ргоетаз аг1зше оп 1агое ицегуа]5 оЁ патабегз $0 Бе гедасеа фо %Ъе ргоЫетаз 
оЁ эта п\фегуа]з, \ТасВ ате |1осабе пеатг 0О„ ата, м Пешт Бер, фо зоуе $Ъе ргоет 
оЁ атёе фегуа]з. Таз 13, Чевпе л(п?) изше л(п) апа [1055 п], факте шо ассоцие Ве 
шуалтапсе оЁ питег1са] ргосеззез (|алуз оЁ пилаЪег юттаоп) оп {Ъе патегса] ах1в. 

Те та ЧгалуБасК оЁ ех1з ие тафретайсз 1$ $Ваф № Ююгрефз &Пе от1еша] еб оп 
о $Ве питЬег ах!1з ап фтеаёз %Ъе пашЪег ах1$ аз а сопшиойз №ше. Еасше ргоетз ш 
аП ЪгапсВез оЁ тафТетай1сз, зВе ВегосаПу @1ез $0 зоуе $Ъезе ргоШетз, Ба оЁеп №18, 
Бесамзе, факте фе пишЪег 0 аз а шире оЁ аП п\фесег$, зВе Югееёз Таф $1е пашЪег 1 
({Ве зса]е оЁ $Ве пашЪег ах1з) 13 поф а шаре оЁРапу обВег патЪег. 

'ТБе геташаег тафих 11ез $0 Багтпотте $Ъезе ахлотз \ еасЬ оЪег. 


Срарфег 19 


ОррозЦКе ап зе геташ ег тафтг1сез 


Пейш#оп 19.1 биср тайчсез Фаф 40 поф Вазе сотитоп софиттз ате саЦе4 оррозце 
тезз4и тайтчсез. Еот етатде, тайтсез Мтп(Ат) апа Мти(А2), ийете т, = п(п), | А — 
А?| >п. 


Пейш#оп 19.2 бис тайчсез Фа разе сотитот соштлтз ате саЦе4а_ зРаНей тетоатает 
тайтчсез. Еот етат фе, тайчсез Мти(А1) ата Мт,и(А2), шрете т = п(п), [№1 — А?| < п. 


Пейш#оп 19.3 ТАе @$юапсе фефшееп Иво ролтёз оп Фе питетса| алла 13 еди № Фе 
4ретепсе фефшеет, Фе пиитфетз соттезрот та 10 Шезе рот. 


Пейш#оп 19.4 ТАе отт питфбетз ор \е тала соиттз ате аефеттитей поф оу ил 
тезресф 0 Ме зтлиа софитт ю Фе па, Фиф аЁз0 ий, тезресф 10 Фе отт оп Фе деп 


питетчса аллз. 


ТБеогеш 19.1 Г Ше оррозйе тайчсез Мтп(Ат) ава Мт.(А2), шфете т = п(п), |М — 
А2| > п, ШМете ате аё 1еа5 Ем — и(п) сошттз, еась о} иТясй, раз по ето теталт4ет 


т, тошз 1 <1<т, [8 <п<А. 


РгооЁ. Сопз1аег &Ве табл1сез Ми»(Т) ава Ми»(А), мЪеге (п, А) = и(п), т = п(п),8 < 
п < А. Геё’з сгозз оф а[ {Возе со[атлиз оЁ $Ъезе шафисез, еасЬ оЁ \”асЬ Баз аф [еаз6 опе 
его гетала4ег ш {Ве гомз 1 <1< т. 

1) ` Фе шаых Мт»(Т), Ве пашЪег о сгоззе4 ой со[аиаиз 18 


1 =п- [ю52п] — 1, 
ай бЪе пашЪег оЁ ипсгоззе соГаплиз 18 
п — К: = [052 п] + 1. 


Весамзе Фе сопиип сотгезропаАте $0 Ве пишЪег 1 1$ поф сгоззе4 оф. 

2) ш {Ве шабах Мип(Л), ме 4епофе Ве пашаЪег оЁ ипсгоззе4 соГалилз Бу Аз = ол +а2. 

Меге от 13 {Ве пишЪег оЁ ФВозе ипсгоззе соГлиииз, еасЬ оЁ м1сЬ Баз ошу опе его 
теталпаег, ап {51$ хего тетала4ег 15 ш $Ъе гом 4 = 1. 

а2 - Ве пилаЪег оЁ {Позе ипсгоззеа со[алилз оЁ фе шаблх М»ип(Л) {Ваф аге ешруу, 
1.е. ао поё Вауе хего тез1ез. 

'ТрегеЮхге, $Ве пашЪег о сгоззе4 об соГалиоз оЁ {фе шафах Мип(Л) 18 


К =п-— 2 =п- (@1+ 902). 
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пзоЁг аз 
Мт»(А) = Мт»(1) = с(т,п, А). (19.1) 


Эшсе с* (т, п, Л) < с(т, п, А) апа Юг 21 п,2|^ Те пашЪег оЁ еуеп со[атлиз (сотгезроп ше 
$0 еуей пашЪегз) ш Фе шайлх Мт»(Л) 18 1 шоге &Вай Фе пашЪег оЁ еуеп сопипиз Ш 
{Ве штабах Ми (Т), Беп &Ве ЮЦомлиз ге]аоп Воав: 


Ми (Л) — Мии(В > с" (т, п, А) + а +1. (19.2) 


ЗиБтасЯпсо (19.2) Нота (19.1), же деё ал — [095 п] < 1- о, от 


ва [8 и 


Траз, ме оаш {Таф {Ве пашЪег оЁ ипсгоззе4 со!алалз оЁ Ве шабх Ми»(Л) 18 
1 
Ко и = а > вам = и(п). 


Весамзе регБарз Ве пишЪег а = [055 п] 13 оа4. 

Мое &аф 

1) Еог Л < п?, \е хе 4Ваф а 1 Фе пашЪег оЁ ргитез. 

2) Еог Л > п? атопе {Ве @2 пилоБегз феге сап Ъе пилаБегз оЁ Ве юг Ру, Рера, УЪеге 
рк, Ре, Ра - ргшае пиштЪегз стеафег {Бал п. 

Эшсе ш Фе ргооЁ оЁ Фе {Теотет Л > п сап фаКе атЬфтагу уа[аез, ФПегеЮге Те 
'ТБеогеш 13 гие Юг аП оррозше тшайсез Мт(А1) ааа Мти(А2), \Веге т = п(п), | №1 — 
А2| < п. 

ТБеогешт 19.1 15 сошр]ефау ргоуе4. 


Срарфег 20 


ПопЫе зчеуе 


ей 8100 20.1 Тре тейоа о} зищейтоидь о} соиттз т фе тай Мт,2.(А), т = 
п(п), еасй, о} ирлер, Ваз а [еа31 оте ;ето тетадтает т, 1е тоиз 1 << т = т(п) 18 саЦеа 
а дочМе зете. 


Тре аочЫе з1еуе аПо\з ехргеззие; Ве пагарег оЁ ргипез л (Ат) — л(т) ш фегиаз оЁ Те 
Гапсйопз л(п) ава 1052 п, \УВете п > К 13 а пабиага] патаег. 


Треогет 20.1 ТАете 13 а т4айот 
п(4п) — п(2%) > п(2п) — п(п), 
{п > 10. 


Ргооё. Сопз4ег Фе шабах М», дп (Т), мБеге т, = п(2п), п > 10. \е гергезеф №18 шафих 


ш Фе Югт 
Мт,4п(1) = М№т,2т (2 1 1) - М№т. 2 (2|2), п > 10. 


1) № Ше шабах №„,2» (211) же саггу оц Фе 4оцЫе чеуе шаеёВоа, 1.е. [ле’з сгозз оф Бозе 
соли $ оЁ 1$ шафтх Фаф сотгезроп4 $0 сошрозве пиштЪегз. ТБе пифег о# ипсгоззе4 
соГлиаиз ш 15 шафих 15 4еповеа Ъу Ёт, ме 5её 


К =л(4п). 


ТЬз ЮПо\мз Еготш фЪе №с6 Паф &Ъе соаши ФТаф соттезроп4з $0 %е патЪег 1 1$ а5о 
ипстоззеа. 
Тье патЪег оё сгоззе оф соли Ш 4618 тафлх 13 4епофеа Бу Кл, ме реф 


К = т — #1. 


2) ш Ще шабмх М№,2.(2|2) уе аво саггу оф {Бе 4опЫе з1еуе шаеёВоа, 1.е. ме сгозз оф 
ошШу Бозе соГатлиз {Ваф соггезроп4 фо Бе пашфегз 2р;, уБеге 2 < р; < 2п. 'ТБе пишЪег оЁ 
ипсгоззеа сопли 1 $15 шафих 15 4епоёе4 А5, ава &Бе пишЪег оЁ эт е гоиеВ со[аиз 
ш 613 шаблх 13 4епобеа А2. \е её 


#5; = п(4п) — п(2п) = л(2п) — (в) > ювьп], 


ап эбгкебгои >В 
Ко =2п-— Ко. 
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Аттапрте фе сопилиз оЁ Ве шайлсез №и2.(211) ава №»,2»(2|2) ассог4ше $0 Ве тах- 
ппиш пошЪег оё 7его гез1Чиа]з зо $Паф оп опе з14е %Ъете ате ипсгоззе со[лийи$, апа еп 
стоззе оф. Сотрагше тафт1сез \Ъ зисП ап аттапеетепв оё соГатоиз, ме оба а Тео- 
тет. Весамзе Ве пашоЪег оЁ сопитиз оЁ тайсез М№,2.(211) ава М№»,2.(2|2) аге едиа] $0 
еасЬ обтег. ТЪеотешт 20.1 13 ргоуе4. 


Мое. ТБе слез@оп аг1зез, пом фо Чебегиише фе патЪег оЁ зпаре со[атииз (етпрбу, по 

сопбалиие; его гезмез) оЁ а тафих Ш Из со[атииз соггезропа фо пехаяуе питБегз? 'ТБеге 

аге по песайуе ргипез ш ех1з ше шабБетай1сз Бесамзе $Ъе 41;ъ6апсе Бебмееп $Ъе пиштЪег 

0 ап 4 $Ъе пишЪег 1 1$ поф а}хауз баКеп шо ассоии$. Айа же ве Таф Ба] оё 30 1 15. Ви 

{ бПеге аге 30 ро оп Фе пишенса ах1з, еп опе ВаЁ о Безе рой 13 $0 Те 1еЁ оЁ 

{Те рошё Беб\мееп Ще 15% апа 16% ро1т6$, ап {Те зесоп4 Ва 1$ фо Те т1е6 оЁ $18 опе. 
Сопз14ет Ве шаблх Ми,2.(— (п — 1)), \ысЬ 15 сошрозе4 оЁ плааЪегз 





(п 1), -п-2),-т-3),..., -Ь О 2,...,п. 


Неге т = (п). 





Атопе &Бе соли оЁ 51$ шафх &Ваф соггезропа $0 Ве пашЪетз — (п — 1), —(п 
2), —(п -—3),..., -1, Ор ете аге ао сопилаз $Ваф сотгезропа $0 Ве патЪетз [1095 п]. 
Непсе, ФТеу соттезроп4 $0 ргиие пишет. АЁег а, шсотитепзига е зеслает{з 4о поё 
Черепа оп \Ъеге &Веу аге оп Фе пишЪег ах1в. 


ТБеогет 20.2 Апу здиате тайлх сап, бе тертезетей аз Фе зит ора сетйт питдег о} 
0005119 тай\сез. 


Ргооё. ВесаП {Та а тафлх 13 саПе заааге № $Ъе паафег оЁ $ со[атпиз 1$ едаа] фо бе 
Е] запаге оЁ а пабига] пилоБег. Е!тз6, \е ргоуе Ве {Веогеш юг {Ве таб1сез Ми, и2(1), 
уфеге т = л(п). 

Весалзе 


Миа = Мт»(1) + Мии(п + 1) + Миж(2 + 1)+...--Мив@\п - 0+1 = 


ая 0) ао Ми) = 














— т,3Зт 


= Мтл^(1) + Мшл(А+1. 


Неге т = л(п), А = |5 
'ТБегеоге, {Ве Ъеогета 15 ргоуе4 юг е пива] пах Ми, из (1). ЭниШау, {Ве Феогета 


сап Ъе ргоуе4 юг апу тах Ми? (Л). 


ТБеогет 20.3 Апу здиате тайлх сап, бе тертезетей аз Фе зит ора сетийт питдег о} 
змей тоатсез. 


Ргооё. Эшсе &Ве шабых Ми, из (1), мВеге т = л(п), сап Ъе гергезеще4 аз 


Мил? (1) — Ан + Миа + т (20.1) 


ОТ 
Ми пз(1) = Мик (1) +---+ Ми (т + 1), (20.2) 
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\Беге т, = л(п), К < п. 

'ТЬегеЮге, $Ъе %$Веогет 13 ргоуе4 юг Ве ша] заааге тпайлх. 

ЭпиПау, уе сап оба &Ве ргооЁ оЁ {Ве {Веогеш юг {Ве тпаёсез М», „2 (Л), уВеге 
К < п < А. Весалмзе &Ве тафсез ФТаф аге оп \е г124-Вап4 з14е оЁ Ве едла у (20.1) аге 
зрЁе4 гешали4ег тпайт1сез. 


СогоПагу 20.1 ДАезз4и тайчсез и яер |, 1.е. Мти(тТ А) ата М№ти(т А + 1) ате 
змей тетолтает тафтсез. 


Ргоо. Веса[ $ аф пе теташ4ег тафтсез у зер А ате ЧеВпе ш СБарфет 5, Зесйопт 5.4. 
Такше р = 2, ме обаш ФЪе шасез №„,„(211) ава №ип(2|2), м1сЬ аге асбиаПу зыШеа 
тешталиаег тайт1сез, &Веу аге геэ\луе фо еасЬ оффег аге зывеа Бу а зестеп® оЁ ми |еп21. 
'Трегеоге, ют апу уае оЁ й %Пезе табт1сез \уШ Бе зыШЁе4 ге]амуе фо еасЬ офБег Бу Ще 
атотиф Й — 1. 


Треогет 20.4 ТАе таайот 


Тит) | (20.3) 


п(п?) —л((п — 1)?) = [ово п] + | —1, &/ и(2п) >2 


Ргоо{. Сопз4ег {Ве па] запаге тафих Ми из (1), уВеге т = (п). У\е гергезепе 1 шт 
{Бе Югт 


Мп? (1) =: Пиза + М, (и-1)2 (2% ра 1 Ба Мт,2т (1) — 
= ааа) + Мтп(и—1) (п + 9) те Мт,2и( (п ел т аы Ы 


уБеге т, = л(2%), К < п. 
Эшсе $Ве та1сез М, („_1)2(1) ава Ми, (и-1)2(2п + 1) аге зыНе4, {Вегеоге, Веу 
Тауе соттоп со[атпиз $Ваф соттезрой4 $0 пишЬег8 


21411.2812....,п=1)^ 


Стозз оф а {Розе соптоиз оЁ {Ве тах М, („—1)2 (1), еасВ оЁ \”ЪЯсВ Ваз а 1еаз$ опе иего 
тетата4ег ш {Ве го\уз 1 <#< т = л(2т). ш Фе шах Ми, („12 (2п + 1) сгозз оф аП 
$Возе сопиии$ оЁ Ве тафлх Ваф соттезроп4 фо сотшрозце пиегз. Рауше абеййюоп фо 
$Ъе тафлсез улёЪ стоззе об со[атаиз, пофе: 

1) № Це шабх Ми,2ж.(Т) фе пашЪег оЁ чпсгоззе4 соотв 


К] = [022п] +2. 


Атопё Ве патБетз и + 1, -+2,...,2п ете 13 ошу опе пашрег оЁ {Те Ююгш 2", апа бе 
сопиии сотгезроп те фо Бе пифег 1 13 або поф сгоззе отб. 
2) ш Ме шайах Ми и2_4»(2т + 1) &Ве пашЪег оЁ цпсгоззе4 сопли 


к = п((п- 1)2) — п(2). 
3) ш Ше шах Мт.2.((п — 1)? + 1) Фе шипЪег оЁ ипсгоззеа со[атаиз 
К = п(п?) -л((п- 1)2). 


Эшсе Юг 21 п фе пишЪег оЁ о44 сойитиз оЁ {Ве шаййх Ми, из (1) 18 1 (опе) шоге {вап 
{Ве еуеп сопииз оЁ &Ве залае шафх, ап4 фак ше шо ассоциф {Баф ш &Ве шах Ми, 2.(1) 
ргшпез ру, \Веге 2 < р; < 2п, аге а]з0 сгоззе@ оф, ап 11 Ве шабх Ми, и2—4и(2т + 1) 
оп Треге аге поте [108 п] + 1 еуеп совитиз сгоззеа оф фВап п Фе шах М, (и—1)2(1), 
уе хе Ме збабетец (20.3). ТБеогешт 20.4 13 ргоуе4. 
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СогоПагу 20.2 ТАе юЦоилтд таайот, ро 


ИТ 

2 2 , 

— — 2)^) = 21 - 20.4 
бр) паз) = аоь +4 И |, (20.4) 
Ргоо{. Сопзег Ве табсез Ми,4п(1) ава М, 4п((п — 2)? + 1), мВеге т = л(п). Тез 
сто$з 016 аП $Возе со[атапз оЁ $Пезе шафл1сез ш еасб оЁ жасЬ %Ъете 1$ аф |еа8$ опе хего 
теталпаег ш Фе том 1 < 1 < т = л(2п). Сотрагше $Ъезе шайлсез м &Ь сгоззе@ о 
сопли Бу Фе тахпиат пиифег о 7его гез1Ама]з, ме оБфали СотоПахгу 20.2. 


СогоПагу 20.3 Тре тайлт Ми. (Кт + Т), шреге т = п(п), 2 < Е < пв м ея 
25» — 1 соштлз, еаср, ор ийлеЬ, ваз по зето теталтает т е тошз 1 <1<т=т(п). 


Ргооё. Сопз4ег &Ве шайсез М»,.2.(1) ав Мт,2.(Кп + 1), мБеге т = л(п), 2 << 
т = п(п). Сгоззше оф аП $Ъозе сопилиз оЁ $Везе пзафлсез ш еасБ оЁ \ысЬ Вете 13 а 
1еа5$ опе 7его теташаег ш го\мз 1 <1< т, апа сотратше табллсез м сгоззе оп 
сопли Бу Фе тахпиаш пишЪег 0 7его геташаегз, уе оБбаш СотоПату 20.3. 


СогоПагу 20.4 ТАе юЦоиту таайотз поа 
р) : 
ОР = 
2 > по —_ ) я , 
Я) = 2 |1 поро И |, (20.5) 
2 


п(п2) < 2т | Пове] +1 Е. Е. р (20.6) 


Ргооё. Тре шах Ми? (1), Веге т = л(п), сап Бе гергезее4 аз 
Мт?2(1) == М еови Г) + Мтт2—6т( 3, + п) —= 
= Мт,зп (1) + Ми ив (п + 1) + Мтзи(п? — бп +1), 


\ете т = л(3п). ш {Ве шах Ми, и?—6и (1), сго8з ом а $Возе соли, сасЬ оЁу/мсЬ Ваз 
а 1еазё опе 2его тетайаег ш го\уз 1 <#< т = п(3п)... ш Фе шабийх Ми, „ви (Зп + 1), 
сто$з 00$ аП пе со[лиииз $Ва% соттезроп4 $0 сотрозЦе паштЪетз. 

1. 2 Ше шабах Ми,з,(Т) Ъе пашЪег оЁ ипсгоззе4 соотв 


в = [055 п] + 2, 


Бесаязе $1е соли соттезроп4ше фо Ве пашЬег 1 13 поф сгоззеЯ оп, ап атопё Фе 
пишьЬетз и + 1, +2,... ‚Зи Ъеге 13 ошу опе пимег оЁ $Ъе Ютги 2". 
2. 1 Ме шайах М и2_6»(3т - 1) Ве пяшЪег оЁ цпсгоззеа сойл8 


к* = л(п2 — 6п) — л(30). 
3. п 1е шаййх Ми,з»(п2 — бп - 1) е пашЪег оЁ ивсгоззеа сопли 


> пов] + 1 ин) <2 р. 


-1 (2) >2 


ТБегеЮге, сотпрагше Ве пашЪег оЁ стоззе@ ойё ап истоззе@ со[аииз оЁ Ве шафих 
Мп? (1), Веге т = п(3%), ме оБба &Ве ге]а1от (20.5). 
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Вергезеп те Бе шаййх М изв» (1), \Веге т = л(4п), ш {Бе Югш 
Мил? (1) = Мии2—вп(1) + Мтт2—вп(4п + 1) = 
= Ми (1) + Ми п? (4п + 1) + Мидь(п? — 8п +1), 
ап атсате ш а зпоШаг \уау, ме еб {Те ге]а®юоп (20.6). ТЪе согоПагу 20.4 13 ргоуеа. 
СогоПагу 20.5 [№20 < Л <п?, Шеп Ше рюПоштуд таайот, воз: 
[022 п] —-1< (А+ 2п) < л(п) +1. 
Ргооф оЁ Ве согоПахгу 13 зпиПаг $0 Те ргоо# оЁ Ве Ъеогеш. 


Треогет 20.5 ТАе таайот 


(20.7) 


той) = дао] — по) + ово + 1, Лит) <2 } 


—1 Ди(2п) >2 
Ргоо?. СопэЧег {Ве шафйх Ми, п2(Т), \Веге т = п(п). \е гергезеп 1 ш Ве юг 
Мтп? (1) = Ми, (1) + Мт,х(А +1) = №»л(21 1) + Мт,л(2|2), 


у Веге т = л(п), А = [п2/2]. 

Гег’з сгозз ошё аЦ &Возе сопиииз оЁ Ве шаёйх М», „2 (Т), еась оЁ с Ваз аф 1еаз% 
опе хего геташ4ег ш $Ъе гомз 1 <1< т = л(п). Ехсерф Бозе Ваф соттезропа $0 ргипе 
патьЬетз. 

1. № 4Ъе шабих М»и,л(Т), ме аепофе {фе патаБег оЁ ипсгоззе сопимиз Бу АТ, ап4 {Ве 
питЪЬег оё сгоззе об сопалииз ме 4епофе Бу К1. У ве 


к = л(^) + 21052 +1, ШЕЛ. 


2. п фе шафих М»,л(Л-+1) ме аБо сгозз оц озе со[алалз фаф соггезрой4 $0 сотрозЦе 
пипрегз. М№обе Ваф ш 01$ табих Фе пашЪег оё ипсгоззеа сопла 8 


Ко = л(2^) — л(^), 
ай Ъе пашфЪег оЁ сгоззе опф сои 
2 =Л- №. 


Сопз14егше {Ваф 
М, (А + 1) мар М,^(1) — с(т, т, А) 


ап 
Ми (+ — Мы (1) > е(т,п, А) + л(п), 


ап Ве Ч егеисе Ъебмееп фе сгоззе ой еуеп со[аталз оЁ {Ве шайлсез М»,л(Л-+ 1) ава 
Мт,х(1) 15 
1 2} и(2%) < 2 
] 7 
Поз" +1 -1, (21) >2 | 


уБеге 1 < с(т,п, А) < л(п) — и(п). 
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Аттапеше Бе солалз оЁ шафг1сез ассотае фо {Ве тахипат пашЪег оЁ 7его гез1Ама]$ 
зо Паф оп опе э14е &Вете аге ипсгоззе4 соплипи$, ап 4 еп стоззеа оп. Сотратше тайт1сез 
У\бП заср ап атгапоетет% оЁ со[атпиз, ме побе аф 


(20.8) 


п(п2) = 2* (п? /2) — л(п) + [082 п] + | 1 а и(2т) < 2 | 


—1 1 и(2т) >2 


ТЫз ЮЦо\мз Нош &Бе ас {Ваф Ве сопииап согтезропа ше: {0 {Ве пашЪег 7? 15 сгоззе4 оп 
юг апу рагЦу п, апа Те \еогет 20.5 15 сор! веу ргоуе4. 


Мое. \№е мощ еб {Ъе зате тези сопз1Чегие {Ве тафсез №„л(21 1) апа №,л(2|2). 
СогоПагу 20.6 ТАе юЦоиту таайотз поа 
21 (п?) — 1055 п] — 1 < п(312) < 2^(п?) + [085 п] + 1, (20.9) 





п(п) + 2" (п?) -1<л(4п?) < 2т(п?) + 1+ т(п). (20.10) 
Ргооё. Сопз4ег фе шабих М», зи? (1), \Веге т = л(п?), ап гергезейё # 1 Ве Юг 
Ми,зи2(1) = Ми, (1) + Мила (п? + 1) = №,х(2 11) + №м,х(212), 


\Теге т, = л(п?), Л= [5т?]. 

1) № Фе шабх Ми, 22 (1), сгозз оцё аП %Возе со[илапз, еасВ оЁ с Баз а& 1еаз% 
опе хего тетат4ег шт томз 1 <#< т = л(п?). ТБе паиЪег о# ипсгоззе4 сойлитиз 1 $18 
шафих \Ш Бе 4епо4еа Ъу КТ, апа Ве пишЪег оЁ сгоззе4 ош со[атиз Ш Бе 4епо&е4 Бу 
Кл. М ге 

№ =п(212) — п(п?) + [022(212)], № = 212 — К*. 

2) ш Ше шабых М», 2и2(п? + 1), стозз ош аШ Ъозе сойитиз Ваф соттезрова $0 

сотрозце пашЪетз. ЭпиПа у, ме оБфат 


К* < 2т (п?) + [055 п] + 1. 


Сопзегше {Ъаф {Ве шафсез М»,22(1) ава Мн, 2и? (п? + 1) Бауе сотатоп со[аталз а 
соггезрой4 $0 Ве пилаБегз и? 1,и2?-2,..., 212, ап4 аггапеше Ве со[лизиз оЁ Бе шаф1сез 
ассог Ише $0 {Ве тахипит пашфег оЁ #его гез1Ча]з, ай сотпраг!ае: {Ве пайт1сез мВ засЬ 
ап аггапеетейв оЁ соГалапз$, \ме ве 
2т (п?) + [05 п] — 1 < п(312) < 2^(п?) + [082 п] + 1. 
Таз, &Ве г@амов (20.9) 13 ргоуеа. 
Мо\ соп ег е табйх Ми, ди? (1), \Веге т = т(п?), апа гергезет # а Ве юг 


М, ди? (1) — Мт,2т? (1) + Мт,2т? (21? + 0 —= Мт,2т2 (2 Т 0 = Миа (212), 


\ете т = л(п?). 
Атемше ш 1е зате мау аз ш %Ъе ргеуюиз рагартарЬ, ме оба Фе габо (20.10). 
СогоПагу 20.6 15 сотр!ебе]у ргоуеа. 


ТБеогет 20.6 Тре юЦоилпд тааНотз по: 
м 219 _ _ 1, ар ы(п) =1 
п(п^) = 2” п“ /2] — л(2%) + л(п) — [055пт] + | р = (20.11) 
ата 


п(п?) = 21? /2] — 2ов> п] + | о: } (20.12) 


ДочЫе з1еуе 105 





Ргоо?. Сопэ!Чег {Ве шафйх Ми, и2(Т), \Веге т = п(п), ава гергезеи 1 ш &Ве юг 


Мил? (1) т" Мт,х(1) г М», (А + 1) — Ма (2 Т 1) = Мих (82). 
\Вете Л = [12/2]. 

Геф’з стозз ойё аП $Позе со[алпиз оЁ ФПезе тафтсез, еасЬ оЁ м1сЬ Ваз аб 1еаз$ опе 
гего геташАег ш Фе гомз 1 < 1 < т = л(п). Ехсерё Тозе {фаф согтезропА $0 ргипе 
питьЬетз> п. 

1. 1 Фе шабх Ми, (и„_1)2(1), уе 4епофе Фе питаЪег оЁ писгоззе4 совитлз Бу Ат, ап 
$Ъе пашрег о# сгоззе ов соГалпиз ме аепове Бу Ау. У№е се 


К =л((п- 1)2) -л(п), М =п-12-М. 


2. п фе табх Ми, (и—1)2 (2% + Т) Ве пашЪег оЁ ипсгоззе сойлплз 15 Чепофеа Ъу 
Ко, апа {Ве пашЪег о сгоззе4 оф со[атпиз 15 4епофеа Бу К. \"е се 


цене [ ПЧ} 


К = (п-— 1)? — А = п- 12 -л(2п) + л(о) — [ют] - 1. 


ТЫз ЮПо\з Нош Ве Ёасё $Ваф {Ве сопиип соггезропате $0 фе пашЪег п? 13 сгоззе4 оп 
юг апу рагЦу п, апа Юг 211 Ъе пашЪег оЁ о44 соГатопз оЁ Ще тах Мн, (1)? (1) 181 
1езз вап фе пишБег оЁ ода сопитлз оЁ Ве тах Ми, (и—1)2 (2% + 1). 

Сопзаегте $ аф $Пезе тадл1сез Вауе соиоп сопитлз $Ваф соттезроп4 $0 Ве паиЪетз 
2% + 1,2% +2,..., (п - 1), ап атгапеше &Ве собаюиз оЁ {Ве шайсез ассогашя {40 Ве 
тшахпиаит питает о #его гез1Ча]з, зо $Ваф ипстоззе опез аге 1осабе4 оп опе э14е со[ипиз, 
ап {Ъеп сгоззе оф, ме веб &Ве гамо (20.11), (20.12). 
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Сфарфег 21 


Со[иип гапхе ш гез1Ача] ттафт1сез 


Рей во 21.1 т Ше тез4и тай Мт, (А), швеге т = п(п), п > 10, Ше 43- 
фатсе о| оо соиттз 13 айеттитей бу Фе питфет о| соиттз Фа ате фефшеет ет. 


Пейш#оп 21.2 Соитлз ор Ще тепоитает тат Фи раде Фе зате @яюлтсе гот, фе 
тла@е соштт оР Фе деп тат ате саЦе4а оррозйе соитть. 


Пейш#оп 21.3 ТАе фяапсе фефшеет, Фо соштлтз ор аз тайтих 13 1 [е53 Фап Фе @5- 
фатсе о] 1езе соштлпз. 


'Треогет 21.1 ТРеге ате по питфетз оп Фе питфет ал18 ой ате фо езеп ат4 оа4, от 
педайие ата розИше. 


Ргооё. Эшсе &Ве еуеп ап о44 пишЪегз оп фе пашенса] ах1з ш ге]Моп фо еасЬ оФег аге 
А1зр]асеа Ъу Те еп оЁ &Ве ип зесллеп® ($Ъе зсае оЁ &18 пашенса] ах1з), ТегеЮхе, 
{Бе Феогеш 15 Беуопа 40%. 


СогоПагу 21.1 Оп Ше питетса[ аллз, аз Те фефтлиту о} оа4 питфетз, фете 15 а роиы, 
рас, ше са плитфет. 1, ата аз Те федтлятд ор езеп, питбетз 18 плитдет 2. 


СогоПагу 21.2 ТАе зат ора питфег аллз сат, Фесоте а питьдет ют апойет пилтфет а23, 
риф 1 13 оту а рот рт а деп питфет аллз, по а питфег. 


СогоПагу 21.3 Оа4 пиитфетз Фа4 ате от Фе розфНе зедтет р ор фе плитфет аллз бесоте 
езеп, оп Фе педамие зедтет, ата ‘лсе четза. 


'Трезе согоПалез ЮПо\ ггулаПу Еош 'ТБеогеш 21.1 ава Ёота Ве ог1е ша] ей он оЁ Ве 
пиштЪЬег ах15. 


ТБеогет 21.2 {р > 10 15 арите питфбет, еп, Фе юЦочята таанот, по: 
2т(2р) — п(р) —1< л((2р)*) < 2т(2р) + 4[юво р] + 1. 


Ргоо#. Сопз@4ег Ве ехфепае тах Ми, (2)? (1), мВете р > 10, т» = тт», 4 = И, 
т = л(2р), т” = л(\/2р?). Эшсе {Ве тайлх М, (2р)2(1) сап Ъе гергезенве4 аз 

Ми. (эр)? (1) = Мп», Х(2 1 1) + №. (22) = Мт,х(Т) + Мих (л- 1), 
\еге Л = 2р2. 
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1) ` Ше шабих №, (211), сгозз о а {Бозе со[илииз, еасЬ оЁ м асЬ соггезропа8 
$0 а сотрозце пашег. Тфе пашфег о# чпстоззеа соГатпиз ш 451$ табх у Бе 4епобеа 
Бу КТ, апа {Ъе пашьег оф сгоззе4 ошф со[иииз \Ш Бе 4еповеа Ъу К. \№е эеф 


А м =А-л(2^А) — 1, 


Бесамзе $Ъе соГалли соггезропае $0 Ве пияшфЪег 1 1$ а|з0 поф сгоззеа оф. 

2) 1 фе шабих №, (2|2) же 40 поё сгозз ош ошу фозе со[лилаз ФВаф сотгезройа 
{40 пишЪегз оЁ {Ве Ююгш 2рр, мВете 2 < р; < 292... Тье пилаЪег оЁ ипсгоззе4 соплииз Шт 
$515 шпафитх Ш Бе 4еповеа Ъу А5, ап4 {Ве пашЪег оЁ сгоззе4 оф соли м Ш Бе 4епофеа 
Бу А2. \№е се 

К = п(Л) + 2[052р] + 1, 

Бесаязе Ве сопиии сотгезропа те фо Ве пимЪег 2 1$ поф сгоззе об. 

МишьЬег оЁ сгоззе об соли 


К < л—л(Л) + 4082 р] + 1. 


Аттапрше Фе сопилиз оЁ Ве шайлсез №, (211) ава №», .л(2|2) ассог4те $0 Ве тах- 
ппиш пашЪег оё его ге Ала] ай факте шо ассопиф ФВаф Везе шафл1сез Баме $Ъе зате 
питьЬег оЁ сопиииз, ме сеф 'ТБеотгет 21.2. 


СогоПагу 21.4 ТАе юЦоилтд таайот, ро 
21 (212) — (п) -1<л((2п)?) < 2т(2п2) + 4[055 п] + 1. 

Ргооё СогоПаху 21.4 ЮПо\уз фтглаПу Ёотш %Пе ргооё оЁ "ТБеогет 21.2. 
ТБеогет 21.3 Тре юПочлпд таайотз по: 

ОВ 

п(22") < 2(п(27) + 1)? + (27°) + 1, 
Ргоо#. Сопз4ег &Ве ехдепае шабих Му», 22” (1), \Веге {Ве \19&В оЁ Ве шафйх т» = 
т + т”, 4 = а, т = л(2"), т” = п(У2"+1). Гебз сгозз ошё аП &Возе сопиииз {Ваф 


согтезропа $0 сотрозце пишете. 
ТЬе шафих Ли, 22” (1) сай Ъе гергезеще4 аз 


М. 22" (1) = Ми» (1) + Ми, (А+ 1) = Ми, (211) + М», (22), 
утете 
аз НА О”) ел де 


Ребегийииа Ве пипег оЁ сгоззе оф ап4 ипсгоззе со[алатз оЁ Ве тайх Ми, 22 (1) 
ап шабсЬ1те (феш у Ве сгоззе4 оф ап ипсговзе со!аталз оЁ Ве тайсез М», л(1) 
апа М», ^(Л + 1), ог \И заЩеб точ? ап ипсгоззе ттафмх сойиитз №,,л(211) ава 
№..(2|2), ме оббаа Ве збафетенф оЁ 'ТБеогешт 21.3. ТЫз ЮПо\уз йош Фе Ёасё {Вай 
-—й = 
Мл (А ЕЕ и) 2: Ми (1) |= с(т, п, А) -Е Ко г-- К, 
у Пете 2 13 Ве пишет оЁ сгоззеа оф со[алиотз оЁ Ве шах Ми, л(А-+1), Ку 13 Фе пашрег 
ОЁ сгоззе4 оф со[алиатз оЁ Ве шабих М», (1). Невсе, 


= — 12"), 


у Пете Ад 13 Ве пилаЪег оЁ ипсгоззе4 со[аталз оЁ Ве штабах М», л(Л-+1), А! 13 Ве пашрег 
оЁ ипсгоззе4 сопли оЁ Ве шабмх М», .л(1). 


Сфарфег 22 


№шишенс Ах!$ 


Мабетай!са| орегаф1опз оп {Ъе пашег ах15 Черепа поф ошу оп &е Ашесйоп, Ба а1зо 
оп &Ве расе (рош%) хВеге ФЪезе орега1юопз оссиг. Весамзе еасЬ пиег (ро!) зпозгз Ве 
питЬег оЁ по зертаетез юг \ысЬ фе влуеп рошф (патаЪег) 18 4186 ап ош Фе Безатте 
оЁ Фе патегса] ах1з (2его рошф, омеш). ш 3 зепзе, &Ве 72его рошё зВошА по Ъе 
сопзаеге а питьЬег. 

ТБе ехжзиие шафетайсз, пе есвте: $015, сопзлаегв Ве опеш поф ошу аз а патЪег, 
Риф а|з0 ассерфз &Ваф 16 13 а шаре оЁа| пцфесетз. ТЬ1$ арргоасЬ, \РасЬ Ваз шоуе4 Ёота 
$Ъе ша Тетасз оЁ ог сопзсюизпезз $0 табета сз оп {Ве пашЪег ах1з, 15 Базе оп 
Ве !асё &Ваф Фе 41з6апсе Бебмееп $Ве Беслишие оЁ фе пишЪег ах1з (рошё 2его) апа &Ве 
питЬег ме са 1 сай Бесотше хего. ТШ$ 1еа4з фо Те Ёасф аб Ве 413бапсе Бебжееп Фе 
пишЬег я ап4 я + 1 сай ао Бесоше его. Ви 41$ сопбта сз Фе отрша] Аебо оп оЁ 
$Ъе пишьЪег ах1$ ап4 40е$ поф Черепа оп хВе ег 1 13 а з&та1е% от сагуе4 Ппе. Аз а тези®, 
уе еб {Таф {1е зсае оЁ $1е патетса] ах1з, 1.е. 1 (ицезег) сап Бе ауа4еа по п, (агЬЁтату 
пишрег) едиа] ратёз. 

МЕ {Те пзе о соотЧтафе зузбетз, шафветаслапз Боре4 Ва Бу тгергезепте пит- 
Бегз поф оШу оп а Ппе, Баф а150 оп а р|апе апа ш зрасе, & мощ А Ъе розз1Ые фо зо]уе Ве 
питегса] ргоетз {Ъаф Ва ассишадей БеЮте. 

\Уал1оиз РйсНопз агозе, ФВе оеотеылез оЁ ГораспеузКу ап №етапп, роз\уе апа 
перамуе опатегз, гафопа] ап итаф1опа], геа] ап ппазшагу пишЪегз, АШегеп йа] ап 
пфеота] са]сааз, Ба Ве патегса] ртоез $Ваф ех1збе4 оп Ве патеса] ах1з, ш вепега[, 
утеге по зо]уеа, Ш поф $0 зау {Таф агозе пе\ми ргоешз ш {Бе Ве4 оЁ гасмопа] пилЪеге. 
Трезе шсша4е $Ъе ргоЫега оЁ {Ъе Ег4оз-б%талазз ( ЕгАоз - бтамз ) апа &Бе ргоЫеш о 
Апаг2е) Эсте] ( Апаг2е) Зее] ). 

Те та ЧгамрасК о ех1з те табВетайс$ 15 Паб Бе 41 апсе Бебмееп рошё 0 апа 
пишет 2, пашет -1 апа патЬег --1 1$ поф а}\мауз сопз14ете4 еда] фо $\о зеотпетфз оЁ 
1епе&В. ТБ пез]ес& |еа4з фо {Ве Ёасё {Ваф пашЪегз арреаг оп Ве пашЪег ах1з, мЫсЬ ате 
Бо еуеп апа о, роз уе ап перамуе. МафВета сз Бесотез опе-э14е4 (—а)? = (а)?, 
апа $Ъе раБегиз оЁ огта1юои оЁ питает оп фе пишЪег ах13 аге поф шуал1ал. Сопзаегте 
зпире агтейс орега юз оп Ве патегса] ах1з, Ве ЮПомие оезйопз ат1зе: Во\у аге 
пишаБегз Югше4 оп &Бе патегса] зеотлепф [0,2п]? ш огаег 40 Бе аЫе фо апз\ег зисЬ 
чае отз, Мабфих табтетай1сз маз стеаде4, \1сЬ 13 а репегахаоп оЁ Фе шебоа оЁ 
шабБетай са] шЧиасНоп ап4 {Бе зеуе шеёВо4. [№ $игоз от (Бах ш Ве Ише оЁ АгсБипеаез, 
1 уаз поё ш уалш Баф Бе ргиие пишБегз \еге 4ефегиише4 изо $Ъе гешглпаегз. 


Пейш#оп 22.1 баг тея4и тайтчсез, т, ирисй Ме фяюпсе Фефшеет, соилттз раллт9 
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фе зате отат питбетз, ате сопзатф ата едиа 10 еаср, офет, ате саПеа змПе4 тез4иа 
тайтсез. 


Г. ЮПомз Нош &Ъе ей оп $Ъаф тайлсез у Ъ а эер й, соплавафе тайтсез, ап4 
аасеп тафлсез сап Бесоше шоуе тпафисез. ЗисЬ аз Мт„—1(1) ава Мти—1(п + 1); 
№Мп(21 1) ава №»(2|2); Мил(Л) ааа Мт»(Л + 1) мЪеге т = п(п). 


Треогет 22.1 Еасй здиате тайилх сат, ве тертезеще4й аз Фе зит ора сеткит, плитфдет о} 
тоуей тайтчсез. 


Ргоо}{. Эшсе {Ве шабих М» „2 (1), уВеге т = (п) сап Бе гергезеще4 аз 


Мэ (1) = Мт(Т) + Мт,и(т + 1) + Ми(2т + +... 
+ Мил (пп — 1) +1) = Мил (211) + №,„л(2]2), 


уфете 
т л(п), = [2/2 


еп {Ве Веогешт 15 ргоуе4, ай4 1 15 гие Юг апу уаме оЁ пл, # Ми из (па), \Теге пл 15 ап 
пферег. 


Треогет 22.2 Тре таайот 
п(п) + [052 п] — 1 < л(2п) < п(п) + [052 п] + 1. (22.1) 


Ргооё. Сопз!4ег Ве шах Ми,2и(1), мБеге т = л(п). [е’з ехрапа &1$ шабах, 1.е. ме 
глае еасЪ питЪег соттезроп те $0 еасб соГатпи о 4613 шафях Бу а ргипе питЬег р, 
\Вете 2 < ру < п(У2п), ап4 геутие Ве тез тез иа]в ш Ве соггезроп@ те сопли 
оЁ 15$ шайбтсез. [6 1$ с1еаг $аф Ве м1аЬ оё $518 тафлх, мшмеЬ ме 4епобе Бу т», 13 едаа] 
$0 т» = т + т”, веге т = л(п), т” = л(М2п), ра 7 2, апа э&ттез 1 < 4, <а+Р. 

Те ехрапае шафих 15 4епобеа Бу М, 2.(1). Ге’з сгозз оц аП Бозе со[алилаз о 
{13 шаблх, еасВ оЁ \ЫсВ Баз аф 1еаз6 2 хего гез14иа/з. Эшсе Ве шабих М», 2. (1) сап Бе 
тергезеще4 аз 


Му. 2т(1) = Мт„ п(2 Е Мт„т(2|2) = М, п(1) + Ми» п (п о 


пойсе, Бах 
1) № Ме шаых М, „(Т), Ве пашЪег оЁ ипсгоззе4 соГаталз 


К < т(п) + [082 п] + 1, 
ап бЪе паишфЪег оЁ сгоззе опф сои 
К >= т — м 


Бесамзе алтопе Ве со[алиаиз оЁ {Фе шаблх Мти—1(п + 1) Ъете 13 ошу опе сопипи {Ва 
сотгезропав $0 $Ъе пашЪег 2", 1.е. сотбаштз ощу опе #его, \шсВ 15 ш фе Пипе 1 = 1. Апа 
алтопе &е со[атапз Таф соттезропА $0 оа4 пишЪегз, $еге сап Бе по тоге ап [1085 п] 
сопло $Ваф аге поф зе фточеВ. 
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2) ш №е шабах Мю, „(п -+ 1), ме 4епое &Ве патаег оЁ ипсгоззе4 со[аиоиз Бу 5, 
апа Ще пашег оф сгоззе оф солтопз ме аепове Бу К. У\е се 


К2 = п- 2 < л(п) + [0821] — 1. 


Аттапеше фе со[атапз оЁ тпайтсез №, п(211) ава №, „(2|2) ассог4те $0 Ве шахипата 
питЬег 0+ его гез1 Ала зо $Ваф оп опе з14е ФВеге аге иистоззе сопитиз, ай 4 {Ъеп сгоззе4 
0$, ап сошратше Фе тафтсез \лёБ 418 атгапеетет оЁ со[атоиз, ме её Те г@а оп 
(22.1). ТЬеотеш 22.2 13 ргоуеа. 


СогоПагу 22.1 ТАе юПоиту таайотз поа 
п(п) + [052п] —-1<л(2п) < 2*(п) — [055п] — 1. 


Ргооф оЁ Ве согоПагу ЮПо\з итмаПу Нот Бе ргооё оЁ Фе Веогет. 


Мое. ТБезе &Веотетз (тсАте 418 опе апа ФТозе ргоуе еатПег) зассезё аф ргипез 
ап питЪегз ке 2” р]ау апозё Фе заше гойе оп %Ве пишЪег ах1з, Бесамзе и(р) = 
и(2р), Ги(р) = Г(2Р), 1.е. пашфегз оЁ 1е Ююгш р”, \Теге п > 2, ате зпаре пишет, 
апа Ё а рише пашрег р; > 2, еп пашЪетз оЁ ФЪе Югш р” Юг п > 2 ате о44 зпаре 
питЬегз, ап пишБегз ПКе 2” ате еуеп зпоре пишьЪегз. 


Треогет 22.3 ТйАе юЦоилтд теёайопз по 
п((2%)?) < (п(п) + 1)? + [ют] — 1, (22.2) 
п((2п)?) > (п(п) + 1)2 — п(2п) — 1. 
РгооЁ. Сов Чег (Ве шах Мн, (2п)2 (1), \еге т = л(2п?), 22? + 2п? = 4п? = (2п)?... 
Геф’з ехрапа &618 шафх зо $Ваф 165 улабЪ Бесошез т» = т- т”, мБеге т = п(\/(2п)?) = 


п(2п), т” = л(У21?). ТБе ехрапае табйх 15 аепобеЯ Ъу М, (от)? (1). \№е тергезепё 1 
ш Ме Югт 


Ми, (2) (1) = Мт„, (21 1) + №... ^(212), 


\Веге Л = 22. 
1) № \е шах №, (211), сгозз ойф аЙ {№озе сопитиз, еасЬ оЁ мс Ваз аф 1еаз$ 
2 2его геталпаетз. ТВе патЪег оЁ ипсгоззеа соалопз 15 Чепобеа Ъу Ат. \!е Вахе 


м =п((2п)”), 


Бесамзе $Ъе со[алли &Баф соггезропаз $0 $ЪВе питьег 1 13 а150 по% сгоззе ол. 
Тье пашЪег оё сгоззе оф соли Ш 4618 тах \Ш Бе 4епобе4 Бу К1. У№е Вахе 


4 = Л-— К* = 202 — л((2%)?). 


2) ш 1е шабих №, л(2|2), сгозз ой а &Возе сопиииз $Ваф аге поф гергезеще ш 
{Ве Югш 2р;, Веге 4 < 2р; < Л = 2и?. Те шишьег оЁ ипсгоззе4 соли п {18 шафих 
13 Чепобеа Ъу №5, ме Ваме 


Бесаязе ошу Ве сои соттезроп те фо Ве пишЪег 2р; 13 по сгоззе отв. 
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ТБе патЪег оё сгоззе оф соГалпиз Ш 618 тафлх \Ш Бе 4епофеа Бу А2. \е се 
К < А- № =А-л(л). 


Аттапете Ве соатилз оЁ Ве шафисез №, л(211) ата №», л(2|2) Бу фе тахиаиат пишфег 
О? 7его гез1Ч а]: зо $Ваф оп Те опе Ваз Ве ипстоззе сопиииз аге |осабе4, ай $ТЪеп фе 
стоззе оф опез, ап сотпрагше фе тайт1сез м1ёЪ зисБ ап атгапсетле® оЁ со[ааиз, ме 
оБфала Бе гамо (22.2). ТБеогешт 22.3 15 ргоуеа. 

М\'е аггтуе аф Ве зале апзууег уВеп \е гергезепё $Ве таййх М, (2и)2 (1) 1 Ве Юг 


Ми, (2%)? (1) = Мт,х(1) + Ми, (А +1), 
уТеге Л = 2%(2% — 1). 
СогоПагу 22.2 ТАе юЦоилтд таайоп, ро 
ЁР(2т?) — Р(2п) > Р(2п) — 1. 
Нете }*(х) 18 Фе питфетг о} тие Филтз атотд 1е питбетз 1, <], шйете х > 10. 
Ргоо} о# {Ве согоПагу ЮПо\жз Вот Ве {ас {Ваф 2 = [1055 22"]. 
Треогешт 22.4 Тре юЦоилпд таайотз Во: 


п(22") > 2(п(2") + 1)2 — [055 п] -1, (22.3) 





п(2?”) < 2(т(2”) + 1)? + [ю5›п] +1. 
Ргоо}{. \№ гергезетф {Ве шах М»„.22» (1) аз 
М 22» (1) = Мт (211) + №,.х(22), 


\Теге ^=2. 2271, 
Ехрап4те {фе шах Ми, 22 (1), ме офаш фе Веогет Ё т = л(2"), ава и” = 


Мое. Егош {ТЪезе ]аз$ $\о (Пеотетаз, аз сотоПал1ез, опе сап оБфаш аП {Те Теогетз $Ъаф 
Тауе Бееп ргоуе4 Бе те. 1 Кпе\м аЪоиф $Ъе уаПАКу оЁ $Везе $Пеогетз Юг а 1015 Ише, Биф 
сошШ поф ргоуе Пет, 1.е. ехр]айи ш \ог4$. Ц 13 п0ф ш узи $Ваф &Ъеу зау &Паф \мВаф саппов 
Бе ехр!ашей ш \ог4$ сайппо% Бе ргоуе4 Ъу апу {Веотет. 


Срарфег 23 


Ма]ог апА шшог Юсизез оЁ гез1Апа]| пзабтг1сез 


Пейш#оп 23.1 ТАе тиа@е софитп ор фе тетиятает тафтлх 13 саЦей Фе рюсиз о} Из 
тат. 


Пей во 23.2 [Ме пиа@е соитт о} Те тайге Мт,2и-1(А), штете т = п(п), Ваз по 
сотитот зето тетилт4ет ий, Фе ощеттозЕ соиттз, еп, Чи; соитпт, 13 саЦей фе тат 
[юсиз, ата Фе ощеттозф соиттз ате саЦеа Фе эз4е юсизез ор Низ тай. 


Г ЮПо\з Вот Пе Чеби\ оп $Ъаф а шафих Ваз а таш Юсиз апа э4е Юсизез ошу Ш № Ваз 
а па е соати %Баф сотгезропаз фо а, питег &Баф 4оез по%ф Вахе о44 ргипе @1х1зог8 < п. 


ТБеогет 23.1 Еасй рите питфет рь сат Фесоте фе тиолт рюсиз ор зоте тайтл. 


РгооЁ. Сопу4ег №е шабах Мт,2”--1(1), мВеге т = л(п). [6 13 Феаг {Ваф Ш &Ъе пиае 
сопли оЁ $613 шах соттезрой4$ $0 Ве патЪег п + 1 = р, мыеЬ Баз по 7его гетали4етз 
ш Те томз 1 < 1 < т, мфеге т = л(п), п+ 1 = р. ТЬегеюге, Те &Веогет 1$ ргоуеа. 
ОЪ\ючзу, 16 13 а1зо {тие юг Ве шайлсез Мт,2и--1(А), мВеге т = л(п), А. 


ТБеогет 23.2 Фа тайчх ваз а талт рюсиз, Фет и Ваз а сетт питбег о} зесопаату 
юсизез. 


РгооЁ. Эшсе Фе шах Мт,2р—1(1), \Веге т = п(р), Ваз а Юсиз $Ваф соггезропаз $0 Фе 
пиштьЬег р, {Теп Ёош $0 е4вез оЁ $515 шафих ме сгозз оп пл сОПитиз, \Пете пл < р- 1. 
Мофе Каф Ве тала Юсиз оЁ Те тах оЁ ппсгоззе4 со[лтатз соггезропаз $0 Ве пашет р. 
'ТрегеЮте, %Ъе опфеги106 ипсгоззе соГалапз оЁ {Ве пе\ шафитх саппоф зБаге 2его гез1Чла]$ 
уфЬ Ве изае сопиза (плаза Юсиз). ТБеогет 23.2 13 ргоуе4. 


Треогет 23.3 Те з4диате тай“ М»,р2(1), шйете т = п(р), Ваз а тат рюсиз ата а 
сеткит, питфет оф эзае юсизез. 


Ргоо#. [+ 15 сазу 10 зее {аф {Ве тафйх Ми, р? (1), \теге т = т(р), Ваз а па е сот, 
зшсе Цз еп со[атолз согтезропа фо питаЪегз оЁ {Ве зате рагЦу. [е’з зау из пе соГалои 
15 А*. Ц соггезропаз $0 фе рише пашЪег рх, 1.е. рк = А*, мБете рь > р. ОТегмлзе, ме 
Виа %Баф Ве пашет 1 13 сошрозке. 

Еог ехатр]е, фе шафлх М р2 (1), \Веге т = п(р), сай Ъе гергезее4 аз фе зат 


Мир? (1) = Мтзь(1) + Мтзр(2р + 1) ++. + Мть((р — 17 +1). 


Сопзедиет у, № сопз1563 ОР а шаш Юсиз апа а паштЪЬег 9} зесоп4агу Юсизез. ТЪеогет 23.3 
18 ргоуеа. 
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СогоПагу 23.1 Росизез ате т@айтъе, 1.е. Фе тот юсиз ор оте тайлчхт сап, фесоте а зес- 
опаату осиз о} апофет тат, ап4 часе четза. 


Ргооф оЁ Ве согоПагу ЮПо\з от Ще ргооЁ оЁ 'ТБеогет 23.3. 


ТЬеогет 23.4 [1 Ме питдег р? + 1 13 а тшёие о 5 ата р > 3, Теп И 13 роз Ме 
р’ -2 апа р? +4 ате руте питфетв, от 
2) р? -р-—1апа р? —- р-+ 1 ате руте плитфете. 


Ргооё. №фе Таф ргимез епт ш 3 ог 7 зайзёу Ще сопа оп оЁ {Те Щеогет. 

Сопз@ег а запате тах Ми, р2(1), \Веге т = т(р). Эпсе р? +1 за шире оё 5, 
Ъегете р? — 1 13 а шире оЁ 3. Ви ао р? — р за шаре оЁ р. \\е реф &Ваё р? +2 ва 
шире оЁ 3, ав р? +4, р? —2 огр? —р-—1 ава р? — р-+ 1 ргоБаЫу саюпоф Бе аа рез оЁ 
> 3 ава < р. Весалзе р? табсвез Ве има е сопиаи оЁ &Ве табх Ми, 2р—1(р(р- 1-1). 
ТЬиз, ТБеогет 23.4 1$ ргоуеа. 


ТЬеогешт 23.5 [1 е питфет р? — 1 13 а тшире о! 5 ата р > 5, Веп # 18 роз Ще 
1) р? -р-Тапа р? -р-—1+4 ате руте питфетз, от 





2) р? + р-Тапа р? -р- 1+4 ате руте плитдеге. 


Ргооё. № ще $1аф {Те {Теогеш 13 зайзНе4 Бу ргипе пишЪегз $Ваф еп м Бе а121% 1 ог 
9. Эзшсе р? —р1за шшир оЁр, апа р? — 1 1за шир оё 30, &Веге ге, атеиште зпоЙайу 
$0 Те ргоо} оЁ ТВеотет 23.4, ме оба &Ъе ргосё о? 'Теотет 23.5. 


СогоПагу 23.2 бедфтетё Митфетз е 1 [(р- 1)? — 1, (р+ 1)? + 1] сотризез ай 1еа8& опе 





рег орритез филте. 


СогоПагу 23.3 Тре питетсай ал зедтета [(2% — 1)2, (2п + 1)?] сотатз ай 1еа8& опе 
рег орфилт, ртитез. 


РгоофоЁ согоПал1ез 23.2 ап4 23.3 ЮПо\уз гот Бе ргооЁ оЁ 'ТЪеогетаз 23.4 ай4 23.5, Бесамзе 
еасЬ райг о# {Безе тафтсез ате зы Ёе тафт1сез м1 тезресф фо Ве има е соли оЁ бе 
шах М, р2 (1), мБеге т = (р). 


ТЬеогет 23.6 Опе ор Ше питёфегз о} йе [отт 22” — 1 от 22" + 1 4 а тие оЁ 5. 


Ргооё. Ш и(2%) > 1, Феп {Ве пишЪегз 22” -- 1 аге парез оЁ 5, Бесамзе &Ве пилаБег 
2?" — ] апа %№е пишьЬег (22 — 1)(2Р + 1) аге ши р]ез оЁ Зр;, \Веге р; > 5. ТВегехе, 


27" -- | аге шир ез оЁ 5, Ъесамзе 1Ё ме эбагё шоуше Нош рошё (пишаЪег) 


{Те патЪетз 
3 \ИВ %ер Пепе 2, апа аНег а себаш пашЪег оЁ $ерз эбер оп рошё (пиаЪег) 22” + 1, 
УВ ппаз6 Бе а шире оЁ 5. ОТегулзе, ма те ш Ве оррозце Чтесйоп ош Ве рош® 
22п + | \ИВ зер Пепе 2, # же 4оп”ё 2е% $0 ро 5, {Вей \е \гоп’& 2её $0 рошё (пилаЪег) 
3. 

Еог и(2п) = 2 апа п = р, # 2Р — 1 =а за Метзепп ргипе, {еп 29 — 1 = Мр 18 а!зо 
а Мегзепп ргпте, апа # и(2п) = 1 ава 22” + 1 = Е, 13 а Еегта% ргипе, Веп (22)? +1 
15 азо а Еегтаф ргипе (сБарфег 6, рагф 1 Маблх шафетасз). Зо & а 4ерепаз оп &Ве 
пишЪег (п) # и(2п) = 2 ава п = р. Еог 22" — 1 за пре оё 5, уе оббат аф 227 + 1 
15 пора шире оЁ 5. Виё # 2?" — 1 1; по а шаре оЁ 5, еп 22" + 1 за шире оЁ 5. 
Весамзе 2Р + 1 13 а шаре о 3. ТВеотешт 23.6 1$ ргоуе4. 
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СогоПагу 23.4 Оп еасй, ор 1е ийетиаз оф тедетз [р? —2(р-2), р?] ата [р?, р?+2(р-2)] 
{Пете 13 аф [еа3Ё оте ралг ор ритез- филть. 


РгооР. Сопэег Фе о@А табсез №. р(21 1), Ми, ь(21 р? + 2(р + 2)) апа №, р(21 
р? — 2(р+2)), чВеге т» = т + т*, т = л(р?), т* = п(2р). Гебз сгозз оц а {Возе 
соло оЁ Безе шафт1сез ш еасБ оЁ \мЪасЬ ете аге аф 1еазф $\о лего гетала4егз ш Бе 
том 1<1<т, 1<Ё<м. 


1) 1 Фе шабах №, (211), \е чосгоззе со[алиолз сотгезрова {0 Фе ргипез л(2р) 





апа &№е пашег 1, атопе \сЬ $Ъе пашЬетз 3 ай4 5, 5 апа 7 аге зпаре $\11в. 

2) п пе шабмх №, р(21р?+2(р-+2)) ппсговзеа соалаиз соттезропА $0 ргниез рт, 
р? <т < р? +2(р+2). 

Атгапелте $Ъе соГлолз оЁ Безе тафт1сез ассог4 ше $0 Пе тахпиат пашфег о его 
тез иа]з зо Ваф оп опе э4е фТеге аге ипсгоззе@ со[атпиз, ай фЪеп стоззе@ оф, ап 
сотрагте {Ве тафтсез ш зисВ ап аггапоететф оЁ со[атплз, ме себ а сопзедиепсе. 

ТЫ 1з Бесамзе  еасБ оЁ $Ъе ргипез ри, 13 зедаепаПу Ф@л14е4 Ъу 5 от 3, еп аф Те 
еп ме \%Ш ве Ве геталт4етз 4 апа 2. Эшсе &1е пашфег оЁ пашЬетз ри 18 10% 1е5з Тай 
Под р], Веп ашопв {Веш фВеге \Ш песеззагЙу Ъе а 1еазё опе рай оЁ р | ап р, \ысВ, 
эреп АглАте 3 апа 5, %Ш 2е% &Ъе зате гетали4етз, 1.е. рту — рт = 2, айА ахе зпаре 
$\пз. ТЫ 13 сопйтте4 Ъу Ве Югича$ 


0 = ПП» И Я О я 
= 


ЭшШату, опе сап ргоуе &Ве согоПагу ог &Ве шайлх №, р(2 1 р? — 2(р+2)). 


Ехр|апаНоп. ТБе согоПагу 23.4 {ттлаПу ЮПомз ош ТБеогет 23.6 ап4 вепегаПиез № 
зотежвеге, Бесалзе &Ве зпаре со[атииз (соттезроп ше фо ргипе патЪегз) ш фе тафих 
Мн. 2р2—1(1), Ве пзае соаиои оЁ \БсЬ сотгезроп4 $0 {Ве питаБег р?, аге ааа щеа 
ассогАте; фо а себаш рафети. Теге@те, поё оп]у Ве зи йоп оЁ ргипез, Баб а]во ве 
{м ш реше питегз аге 41 т1рфе4 зупллеймсаПу м1 тгезрес% фо Бе паае сопло ап 
Череп поф ошу оп Фе Фтесйоп оЁ Те са]сл]айоп, Баб а]з0 оп Ве фуре о ргипез, 1.е. 
$Ъеу аге оЁ $1е Югш 45 — 1 ог 44 + 1. 


Сопз1аегше а {Ъе гезиз &Ваф Вахе Бееп обаште4 ЪеЮте, ме соше фо $Ъе сопс[аз10п 
{аф оп Фе пашенса!] ах1з $Ве пиЪег зВо\из Ве пишег оЁ ип зертлеп&з {аф аге аепзеу 
зрасеа Бебумуееп &\0 роз, оЁ мс же саП опе хего апа Ве обЪег а пашЬег. Эшсе ог 
тафй 1$ Чесппа], Ве ргимез 2, 3, 5, апа 7 фаКе оп а зрема] шеазлте Бесамзе 


п(10) = лов. 210]. 


Ех! ше табВетайсз, сопз1Аегие 0 (2его) аз Ве зат пе; рош%, 4оез поф фаКе шфо ассомтё 
$Ъа% 0 13 ошу а рош%, ай4 поф а питЪег Ва ехсцез обфегз ЦКе $Вешзеуез оп Те паттетса] 
ах1з, 1.е. стеабез ро!пфз, \лсЬ аге 18$ рош&$, поф пишегз. Еог ехатар!е, Бе па е соли 
оЁ Фе шаблх Мт,2и--1(0), мБеге т = л(п) сгеафез аЦ Ъе ргоШетз оп Ве плиааЪег ах1з 
ап Фе раегиз оп Ве пашфег ах1з Бесоше поп-шуагапф. 

Тре пафига] его (0) 13 а пабига| пишфег, № 3100656 $Таф Ве Безшише оЁ оаа 
пиипБегз 13 1 (опе), ап4 Ве Бераиие: оЁ еуеп пилаЪегз 15 2 ($0), ап шсафез &Ваф $Беге 
саппоф Бе пашфегз оп $Ъе пишЪег ах1з Бай аге Бо еуеп ап о44. 'ТЬ1з арргоасЬ ]еа4$ 
фо Фе сошргерепзюоп оЁ зо[а 10$ фо едиа1юолз оЁ апу 4ертее. 
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Геб’з сопз1Аег &№е зпар[езё оЁ $Вешл ш сепега| %егиаз. № 15 сазботату $0 зау $Ваф Ще 
Ппеаг едаа ой ах — 6 = 0, хфете а ап 4 6 ате пабига] патетз, Ваз опе зоГаНоп. \е сеф 
Таф х = 8. 1$ ЮПо\уз $Ваф ошу Те уаше 6 = 0 ог а зай1зВез $1е едпаюоп. Апа ма 1 
0, а1б? От НЫ: 0, а = 0;а= 0,6 = 0? 


Везпа] пафт1сез зиеоез6 $Ваф апу шафтх Баз ап ах!з оЁ зушиебту Таф Бесотез а 








рошё оп Ве пашЬег ах. ТЬ1з рошё 15 зотепиез а пафага] пашЬег ш Фе Югш о бе 
па е сот оЁ 61$ шафлх, ап зотейтез &Ве о1уеп тшафих 4оез по%ф Бауе а, ила е 
сопиии оп 81$ пашЬег ах!1з. ш ог4ег Юг № фо Пауе $Ъе па е со[аи, № 13 песеззату 
{о сБапсе &Ъе зсае оЁ 413 палоЪег ах1з, 1.е. еасб и зерлает®, \сЬ 15 Чепзе]у зрасеа 
Беб\уееп $\о роз, Ваз фо Бе Аглае п\фо а сегбаш пилЪег о{ рагфз ап соШа4е хи 
сотшепзига е ап шсотпттепзигае зертает, 1.е. же №асе &Ве ргоеш оЁ Ф@у18 Шу. 

Ву шыоисше гесбапеаг соот штафез, шафветайясалз флеа $0 сотаргерейа Ве Юют- 
шаоп оЁ питЪегз оп уат1юи$ пашегса] ахез $№аф разз тои $Ве Бестия оЁ $113 
зузбет. Тфе питЪет$ оп &Пезе ахез тесеуе а веотейлс тертезетайоп, Фе реотейчез 
оЁ ГоБаспеузКу апа Влетапп агозе, Бла $Ве пишЪег оЁ ргоетаз оп $Ъе пашЪег ах1з 44 
10$ свапре. Ш уой 40 поф фаКе шо ассоипф Ще Ёасё Паф пех ргоетз Вахе арреаге4. 
ТБеу стеафе а Феоту оЁ сошр!ех уамаез, ппартату зо опз фо едиа 01$ арреате4, 
Боб а[1086 побие Баз сВапее4. Лаз Шке хВеп Фпеу изе4 $т1еопотефту оп Ве пашЪЬег 
ах1з. ОЁсоптзе, ап едлаюоп оЁ Ве я -6Ъ аестее Ваз 7, зо опз. ТВе \”пое дпезНоп 1$ Во\ 
шапу оЁ {Веш аге геа], ап Во\’ шапу аге ппастату, ап Бо\ апа \еге Беу ате осафе4. 

Такте пишЬег 1 аз Те Безшише о! о4Ч пишЪетз, ап пиЪег 2 аз Фе Безшишя 
оЁ еуеп пиБегз, \е сеф (фаф апу паишЪег оп Фе питенса!| ах1$ сап Бе сопуеге4 аз Бе 
опеш оЁ питЪегз $Таф аге $0 \е 115$ от ей оЁ $615 пиофег. ТаКше 0» (пабига] хего) 
ши рез оЁ а ргипез оп Фе питенса] зестлетё [1,0„ — 2], же се &Ваф 0», — 1 апа 0, +1 
аге ргипе пилоегз. ТБаз, ап едиа®юоп оЁ апу Честее сай Ъе тедисе4 фо а Ппеаг еда оп, 
эшсе 

А 


Сшсе $Ве пашЪегз № ава №? рауе фе зате пашаЪег оЁ @егеиь ргшае 4й\вогз, (Веге- 
оте, апу чаа4гай1с едиаНоп Ваз е ег 2 теа] ог 2 ппаетагу гоофз, ог 1 теа] ап4 1 ппаетагу 
гооф. ЭпиПату, ап едпаоп оЁ 4ертее 3 Ваз ейег 3 геа] (птаюопа]) ог 3 ппаетагу гообз, 
ог 1 теа] ай 2 ппаетагу гоо&з, ап \1се уегза. ТБе ащезНоп ал1зез, \раф ате $Ъе тамопа1, 
пита опа], ппазтагу ог сошр]ех гоофз (зо[аотз) оЁ едаа1от$? Но\у $0 сотаргерепа ет? 


Сфарфег 24 


'ГБе аесау оЁ $Ве питЪег ах15. эпир[№е тафт1сез 


Рей 8101 24.1 [| Фе соштт о} Фе тайлх 18 Мть(А), ийете п > 10; т = п(п), 
п < Л< п? Ваз ощу опе зето тетайтаег, от раз по ето теталтщет, Фет, зись а соитт 18 
саЦе4 а эти е соитл, о} 13 тайчт, апа фе питфет соттезропату ю а тие соштл, 18 
саЦе4 а тие плитдег. 


Пей! оп 24.2 Соштт о} те та Мтп(Л), шйете 10 < п < Л < п?;т = п(п), 
ирасй соттезрот аз 10 а рууте питфдет, 13 саЙ(е4 ртте, ат4; соттезроп4тд ю а сотрозйе 
питфет, а сотрозйе соштлт, оР Фе деп тайчх. 


Тьеогет 24.1 [п Ме тайт Мтъп(Т), швете п, > 10; т = п(п), сотат8 п(п) + [055 п] 
тие, п(п) ятире ата п — п(п) сотроита софитптв. 


Тре ргооЁ оё {Те {Веогеш 13 тула, зшсе Ве сода соттезропАте фо фе пишЪег 1 13 
10$ сопз!4еге4 а ргиае пишЬег, Биб Бе пашЪег 2 15 Бо зпаре апа зпаре аф Ве зате 
Яше. 


ТЬеогет 24.2 Тре тай Мт,2р(Т), шйете р > 10 в а рите питфег, сотфайтз т = 
п(р) + [0552] тре ата 2р — п(р) — [055 р] — 1 сотроита софиттв. 


Ргооё. Тве шах Ми.2р(1) сай Ъе гергезещеа аз 
Мт,2р(1) = Мтр(21 1) + Мир(р + 1), 


ог 
Мт,эр(1) = Мт,ь(1) + Мтр(ф + 1), 


уБеге р > 10;т = л(р). 

ЭбтИше оф фе соашиз оЁ шабтсез &Ваф сотгезроп4 $0 сошрозИе пишег$, ап4 
факте ш6о ассоип® Ваф Ве пашЪег о{ сопиипз оЁ тафлсез аге еда] $0 еасб офЪег, же 
еб. 

1) 1 Ме шах Ми,р(Т) ме 4епобе &Ве пашЪег оЁ ипсгоззе4 со[аалз Бу АТ, апа фе 
питЬег оё сгоззе оф соГатаиз ме 4епофе Бу Ал, Щеп ме Баме 


м =л(р) +1, М =р- М. 


Г® 15 цаКеп по ассопив Бете $Ъаф $Ъе соГати соггезропате фо те пишЪег 1 13 поб сгоззе4 
об. 


117 


118 Е. МКгбишуап-Мафих шабВеша сз 





2) ш фе шабих Мир(р + 1) Фе пашЪег оЁ ипсгоззе4 со[аоиз 15 4епобе4 Ъу А5, ап4 
{Те питег о# сгоззеа оп со[атаиз 13 аепофе4 Бу К, &Веп ме Баме 


К > п(2р) — п(р)—1, № =р- №. 


ТЬыз юЮПо\жз ош Фе Ёасё ФТаб атопе Ве пашфетз р + 1,р+2,...,2р ете 1$ ошу опе 
питьЬег оЁ &1е Юг 2". 
Весалзе Ми.р(р-+ 1) — Мтр(1) = с(т,р,р + 1), ев 


——К ——К 
Мор ив 0 — М во = с(т,р,р + 1 тв п(р) м" 


ОГ 
К К 
Мтр(р Е 1) . Ми.) > с(т,р;р ыы 9) ыы [085 р] — 1. 


Неге вош Ве шайлх М»и„р(р + 1) а &Возе соплилз аге з@есфе4, еасВ оЁ \ЫсВ сошалз 
аф ]еа8$ опе 2его гетала4ег ш {Ъе гомз 1 <# < т = л(р), 1е. &Бе заше патшЪег аз уаз 
сгоззе4 ойё ш Фе шабих М»,р(р). Егот %Ве 1азё едиа у # ЮЦожз (фаз 


п(2р) — п(р) > [0822] — 1. 


\\е деф {Ъе зале апз\жег \Веп ме агтапое Ве сопишиз оЁ Ве шабсез М»,р(1) ава 
Ми,р(р + 1) Ъу №е шахипаш пиЪег оЁ хего гез1ца]5 зо фВаф оп опе з1ае ипсгоззе4 
со[лтотз, ап %Беп сгоззе оф, ап шафсЬ &Ъе тадт1сез мБ 451$ соли атгапоетенф. 
Офег рошз оЁ 'ТБеогет 24.2 сай Бе еазЦу оббате ш а зпиПаг мау. 


СогоПагу 24.1 ТАе юЦоилтд теайоп по 
п(2%) — п(п) > [055п] — 1. 
Ргооё оЁ {1е согоЦагу ЮПо\уз Ёота Бе уаме о? и(2%). 
ТБеогет 24.3 [р 13 а ряте питфдег, еп Те т@айот 
п(4р) — п(2р) > п(р) + 1. 


РгооЁ. Сопз@4ег $Ве табсез Ми,2р(1) ав@ Мт,2р(2р - 1), \Веге т = п(р). [её’з сгозз 
01$ а] Тозе со[апиз оф Тезе шафт1сез $Паф согтезропа фо сотрозце пишете. 
1) № Ме шах М»,2р(Т) Ъе плоЪег оЁ ипсгоззе4 соализ 


К = т(2р) + 1, 
ап бЪе паишфЪег оЁ сгоззе опф соГааиз 
№1 = р - № > 2р-л(р) — 1. 


2) ш &Ве шабах Ми,2р(2р + 1) Фе пашЪег оЁ ипсгоззе4 соПилиз 15 Аепобе4 Ъу 5, 
ап4 &1е питЪег о# сгоззе4 опф соГатапз 13 Чепобе4 Бу Ко, $Теп ме Вахе 


Ко = л(4р) — п(2р) — 1, 
ап бЪе пашфЪег оЁ сгоззе опф сои 


2 = 2р- п(р) +1. 
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Атгапете $Ве со[аиз оЁ тай1сез ассотАте;: $0 {Ве тахпиаш пишЪег 04 7его гезпа]з зо 
$Ваф оп опе э4е ФТеге аге писгоззе4 со[атппз, ап Фей сгоззе оф, ай сотпрагше Ъе 
тайл1сез м1 зас ап атгапоетейв о{ со[иииз, ме оби 'ТБеогет 24.3. 'ТЬ1з ЮПо\мз от 
{Бе Ёасё {Таф {Бе едиа у 


М т, (2р = Мть,2р(1) = с(т, 2р,2р + 1). 


Непсе, : Е 
М» 2р(2р еь 19) а М 2р(1) —- с(т, 2р, 2р ых | т п(р) ВЕН, 


Нете $Ве зушЬо] Мор 


а]зо з@есве аз уаз стоззе ом ш шафих Ми,2р(2р + 1). Сопзение Фаф алиопе &Ве А2 


(1) зВомз Фаф Йош Фе шафйх Мт,2р(1) аз шапу со[алилиз аге 


соли з@есфе гот $0 тафл1сез, $Возе со[алпиз оЁ Ве Югт 2” ате а]зо з@есфе4, хпете 
т 13 а пабига патег. 


СогоПагу 24.2 ТАе юЦоилтд т@айоп, по 48 
п(п) + [052пт] — и(п) < л(2п) < п(п) + 2[052 пт] + и(п). 


Ргооф оЁ {Те согоПагу ЮПо\мз бттаПу Вот $Ъе ргооф оЁ $Ъе {Пеогет. Весамзе ш еасВ оЁ 
{Бе сгоззе оф со[атои$ оЁ пафтсез м ог@ша 7 


[т(3) = п(п) — им(, 


уБеге ит(7) 15 Ве пашЪег оЁ #его гез1Ч аа] ш соГатип } ап См(7) 1; Ве патаег оЁ попхего 
гез1Ч лез ш Ще залле соли. Ви зшсе 1 апа Ё2 зБо\ &Ъе пишьЪег о сгоззе оф соГалтпз 
ш шабтсез, {БегеЮюге 

[1 — А2| < и(п) + л(п) + 2[052пт]. 


СогоПагу 24.3 ТАе теаиот, 





Пово п] — и —1< (п?) — (п — 12) < [ювопт] + Вы 459 


РгооЁ. Сопз1ег Ве тафсез Ми2»(1) ав Мт2т((п — 1)? + 1). \ сгозз оц аП 1озе 
сопла $ ОЁ $Везе шабтг1сез $Паф Вахе аб |еазб опе 7его гешала4ег ш1 &Ъе гомз 1 <1< т = 
п(п), ап4 сотратше &Бе шайлсез Бу е тахипит питЪег оё его гетала4егз, ме соше 
фо Фе сопс[азюп &аф $Ъе %Веогеш 13 Беуопа 4оиЪФ. Весамзе тайтсез, Вахше ап едаа] 
питЬег оЁ соГатлиз, Ч1ег ш Бе пашфег оЁ еуеп ап4 о4 соГатлие. 


Треогет 24.4 т Фе тай Мт(^), шйете т, = п(п); п < А < п? апа (п, А) = и(п) 
ФЛете 13 а [еа5 
| п] | 2 
2 

соитлтз, еась, соттезропту ю а рите питфег. 
РгооЁ. Сопзег Фе тайтсез М» »(1) ап Мт(^), хВеге п < А < п?, (п, Л) = и(п). 

1) № Ме шаблх Ми»(Т) ме сгозз ощё аП ФФозе сопилиз ш еасЬ оЁ мЫсВ фете 18 
ай 1еаз$ опе хего тешаш4ег ш $Ъе [пез 1 < # < т = л(п). ТЬе пашЪег оЁ ипсгоззеа 


соаат$ ш $615 шабх Ш Бе 4епобеа Ъу Ат, ава Ве пашЪег оЁ сгоззе о со[атаз Ш 
Бе 4епобе4 Ъу Кл, 6Пеп ме Вахе 


КТ = [082п] +1 А =п- М =п- [052] — 1. 
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2) ш \е шаблх Ми»(^), сгозз оф аП Фозе сопипиз, еасЬ оЁ маеЬ соггезропа$ $0 а 
сотрозйе пашЪег. ТВе пишЪег о ипсгоззе сопиапз ш $15 шафлх 15 4епофеа Бу №5, ава 
{Те пишег о# сгоззе оф со[атапз 13 аепофе4 Бу К, {Пеп ме Баме 


К2 = Ко. 
Весалзе 
Мт(А) — Ми) = с(т‚п, Л), 
Бепсе, 
Ми» () — Мт»(1) = с, (тьт, Х) + [ювп] — 1. 


ТЬ1з ЮПо\з Нот Те Ёасб {Ваф алпопе Те 1 со[атпиз $Веге аге по соГатпиз Ваф соттезропа 
$0 патБегз оЁ Ве Ююгш 2”, уБеге г 18 а пабига| патаЪег (1 < г < [055п]), ава Юг 
о 

Атгапете Ве со[ататз оЁ тайт1сез ассог@ те фо Ве тахииаит патаЬег оЁ хего гез1Чиа] 
зо $Ваф оп опе э14е Пеге аге ипсгоззе сопитиз, ап4 Вей сгоззе оф, ап сошрагше ве 
тшайл1сез \1еЬ заср ап аггапеетете оЁ сопиилз, ме её ТЪеотет 24.4. Обегулзе, уме се 
{аб Бе шайлсез Ми„(Л) ав М»„п(Т) Вахе а аегепе патаБег оЁ соаталз. 


СогоПагу 24.4 Тре пиитбег ор тре соитптз т ве тат Мтп(Л), ифете п? > Х > п, 


13 по [ез3 фа 
вы] 
о р 





Ргооф оё Ве согоПахгу 13 зпиПаг $0 Те ргоо} оЁ Ве Ъеогеш. 





СогоПагу 24.5 1 а тай сотрозе4 о} пиитфетз — (т — 1), —(п-— 2), ..., -2, —1, в, 
ап штасй, сать бе ит Вет зутфойсаЙу аз Мт»(—(п—1)), шйеге т = п(п), Шете 13 а 1еа 


оба] -—1 


— 1 сошитлз, еаср, ор ирась ваз по зето теталтает т, тошз 1 <1<т=т(п). 


Ргоо?. Этсе Бу ТБеотет 24.4 сасВ оЁ $Ве тайл1сез Ми „(п2) ап Мти(п(п — 1)) сощат 


[ов2 п] 1 
2 


аб |еа3$ — 1 сопитиз, еасЬ оЁ м мсЬ соггезропаз $0 а ргиие пишЪег, еп Те 


сопзедаепсе 15 Беуоп4 ой. 


ТБеогет 24.5 Тре юПоилпд таайотз по: 
а (М) > (л(п1))? — ювьти] — 1, 
Ь) *(№) < ((из) + Повь па] +1, 
шйете пл = [№3], по = [ММ|. 


Ргооё. Сопз4ег &Ве шафах М», м(Т), хВеге т = л([№/?2]), ехбепа 1 зо Ваё 1; ха 
Ъесотез т» = т + т”, мВеге т = л([М№/2]), п" = ^(ММ\). Тье ежевае шафбих 
Бе 4епоеа Ъу М», .м(Т) ав4 гергезеще4 аз 


Мпыв (И) = Миа) МО) = Мид) Мих(А-1), 


уТеге Л = [№/2]. 

1) № Ше шабх №„,л(211), сгозз оцф а Бозе соГалиотз Каф согтезропа {0 сошрозце 
пишрегз. ТЬе пишЪег оЁ ипсгоззе4 со[атаиз 11 $15 шайлх \Ш Бе 4епоеа Ъу Ат, ава %Ве 
питЬег оё стоззе об со[аииз Ш Бе 4епофеа Бу Ал, Феп ме Бауе 


К = (М); К = ЛАМ). 
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2) п Ве шабих М№„,л(2|2), сгозз ощф а Фозе со[илилз, еасВ оЁ ШВ аоез поф соггезропа 
фо питЬег$ оЁ $Ве Юютш 2рь, \Бете 2 < рь < А. Те пишЪег о# ипстоззе соГатппз Ш $13 
шафитх \Ш Бе 4епофеа Бу №5, ап4 &Бе патЪег оЁ сгоззе4 ош со[атиз Ш Ъе 4епо&е4 Ъу 
Ко, ЗВеп ме Вахе 


Ко = л(Л); К = Л- Ко. 


Аттапеше Ве со[лшалз оЁ фе шайлсез №„,л(211) апа №„л(2|2) ассогаае $0 Ве шахипата 
питЬег 0+ его гез1 Ала] зо $Ваф оп опе з14е ФЪеге ате иистоззе сопитиз, ай 4 {Ъеп сгоззе4 
01$, ап сотрагше {Ве тафбг1сез \ИБ зисЬ ап аггапоетен® о# солапз, ме оБфала Цеш а, 
) оЕ ТБеотеш 24.5. 

1 Ме шайлсез М», (1) ава Мт,л(А-1), сгозз оц аЙ Возе сопииз $Ваф соттезропа 
{о сошрозЦе пишЪегз, ехсерф Юг {Бозе оЁ &Бе югш 2”, г > 1. Агеише ш Ще заше мау, 
уе оба а ргоо{ оЁ ратё Ъ ) о# 'ТВеогеш 24.5. 


СогоПагу 24.6 ТАе юЦоилтд т@айоп, по 48 
п(4п) — п(3т) = п((4п) 3) — л((4п)н^). 
Ргооф оЁ Ве согоПагу ЮПо\з итмаПу Вот Бе ргооё оЁ Фе Веогет. 


Пейш#оп 24.3 Г Ше питфег о} соитлтз ат Ве теяаи тах 15 едиа Фо а руте пит- 
ет, Шеп, зисй, а тафих 18 саЦе4 а яте тайтх. 


2 СогоПагу 15.4, чзше эпаре шабисез М», р(1), уВеге р 18 а ре пишфег, 
{Бе Югишаз л(Ёр) = Кл*(р) — 1 ава л(Ёр) = (К - Пл*(р) + [055], мВеге 1 < К < 
р, п*(п) - Ме пишьег о{ оа4 ргипез. [ зпаЙаг Югша!аз аге о\алие юг %Ве шайтсез 
М. р? (1), Ми. з(1),...,Ми,„р ап9 Юг тшабсез М, р (1), Ми, 27 (1),...,Миь (1), 
урете Л = (2Р)Р, {еп &Ъе сгурбоэтарВу ргоеш \Ш Ъе сотр!еб@у зоуеа. 

Тиз, \ме сап зау &Ваф Те {Теогу оЁ тема] тпайл1сез (плафт1х шабфетайсз) гедисез 
{Бе пишБег ах1з $0 аесау, 1.е. пишег!са] ртоетаз {В аф ех13 оп 1атое пцегуа]з оЁ пфесегз 
аге зо]уе у Б Ве Бер оЁ ргоештз &Ваф ат1зе оп эта 1егуа]з оЁ &Бе пишфег ах15, 
тератезз оЁ \Пеге ап оп \Таф рат оЁ {Ме пашЪег ах1з Ффезе п\фегуа5 аге |осафе4, аз 
уэ”еЙ аз Те буре о ргипез, 1.е. ФПезе ргитез ате ПКе 45 — 1 от 4х + 1. 

эшсе Ве патьЬег о{ ргипез 4ерепаз оп Ве ФтесНоп оЁ те са]сл]аоп, 1.е. Ффеу сап 
Бесоше поптего гез1Ама; ге]э\луе $0 {Ве па е соГапи оЁ $Ъе шафмх, зо %Бе ргипез 2, 
3 ап 5 рау а та)]ог то е ш Фе ргосезз оЁ югиите обфег ргипез те|ауе $0 пабига] хего 


7% 
(уБеге 0, = [] р, т =т(п)) ш опе атесйов ог Фе обЪег. 


4= 
ТЬе %Ъеогу о тез1!Чиа] тпайсез ф1ез $о Ви &Ъе теолатИйез оЁ $Ъе Фи йоп о 
зпир!е тафтсез ап4, $ВетгеЮте, &Ве геслатИлез оЁ $1е Чзы1Ьайоп оЁ зпаре, ибег-ргипе 
ап4 зпор!е патаБетз (сопилиз) оп &Бе пишЪег ах. 
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Срарфег 25 


эпире пипабег$ ап сои тафог1с$ 


ей 8100 25.1 т Ше теядиа тат Мт,2,(А), штете т = п(п), а соитт фа ваз 
оу оте 2ето теталтает от Ваз по 2ето тезз4иез, 13 саЙе4 а эт Ле соитт, о} Чиз тайчх. 


Пей 1от 25.2 А питфет ор Фе рютт рг, шйете ру 18 а ртите питдет ат п, 18 а палит 
питфет, 15 саЦе4 а ятие пиитёдег. 


[$ ЮЦо\з Вош &Бе аейНоп %Ваф Ё р; > 3, Веп р; 15 саПеа ап о44 ргипеуа] пашЪег, ав 


р; = 2, Щеп 27 13 саПе4 ап еуеп ргипеуа] палаег. 
Треогет 25.1 ТАе тат юсиз о} апу тайтх 13 а эте питфег. 


Ргооё. Эшсе фе пиа е со[ати оЁ Бе шафих зВомз Те агтейс шеап оЁ $Ъе пашЪетз 
$Ваф соггезропа $0 $Ъе ехётеше со[ализ оЁ $Ве о1уеп тафих, Юг Ве пашЬег а зас Ъаф 
1 <а< р! {1е ЮЦомлае ге]аЯопз Во]: 
1) Рог (р’, а) = 1, мВеге а 18 а пабага] пашет, ме оба (р?а, р”, рп + а) = 1. 
2) Еог (р", а) = 1 те ве (р; — а, р”, р; ал) = 1. Неге а1 < а, (а, а1) = 118 ап агЪйтагу 
пабага| пашЪег, 71 < п 13 аз0 ап атЬйтату пабига] палаЪег. 

ТЬеогешт 25.1 13 ргоуе4. 


СогоПагу 25.1 ТАе питфет оЁ поп-2ето тезз4иа8 зп Фе яте софитлтз ор Чи тах 
ате е ет едим от @ ет 6у опе. 


РгооёЁ. Ву Фе БуроЪез1з оЁ {Ще согоПату, Ц 13 песеззагу $0 ргоуе {Ъа% 


1) ыр = 5}. 


Нете Г»(7) 15 Ве пишЪег оЁ поптего гетала4етз ш $Ъе сопипиа пишаЪегеа 7. 


п св, Ц 15 еазу фо зее ай 


" | а 
ИЯ Бар = ты И м. 
[Ри — Рик) | О 2]л, 2172, Ул << 


Ит=л(п). 
Нете п,; 15 {Ве 4езетаоп оЁ Ве 7 %В сопити. 
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СогоПагу 25.2 {Ла ата Ль соттезрот4 ю Ше етете соштптз ор фе тай, ата Ас Ю 
#5 плаШе соитт, Феп 


(Аль: Л 


1} апа ощу { оте о} Фе питфбетз Ла, Ль, Ас 13 а те питфет, ата 1} а [еаз1 оте о] 
Фе соитлз соттезроп4тд №0 Шезе питбетз сотфалтз аё [еа51 8 2ето тея4иез т Ще тоиз 
1 <1<т = л(п), еп а4 (еа3 оте о] 1езе ртите 4ийлзотз @з0 фесотез а филзот о} Фо 
ошйет питдетс. 


Ргооф оё Ве согоПагу ЮПо\з Йот Ве аеВи1 оп оЁ Фе Юсиз оЁ а табих. 
ТЬеогет 25.2 [| те питдег 22Р + 1 13 пора тие о} 5, теп # 13 а ртйте плитфет. 


РгооёЁ. Сопз14ег $Ве пилифегз 22Р — 1, 22Р, 222 + 1. Тье пашЪег 22Р — 1 13 а шире оёЁ 3, 
Бесаязе Фе пишЬег 22 - 1 1за шире оЁ 3 ап4 22 — 2 13 аз0 а шире оЁ 3. Ви эшсе 
Ве пашЪег 22Р-1 15 Ве таш Юсиз (ине сопиип) оЁ татсев 


М, 22-1 (1), Мт,22ь—2 (2), Му, 222 —4 (4), 


Ъесалзе 2. 22Р-1 — 22Р. ТрегеЮте, И # бигиз оиё {Ваё Ве пилаЪег 2?Р — 1 13 а паре оЁ 
15, {Вер ме оБаш {Ваф &Ве пашЪег 22Р -- 1 сапиоё Ъе а и ре оЁ зоше ргиие пашфег 
рь, \Ъеге 5 < рх < 2Р — 1. ТЬегете, 4Ве пашБег 22Р +1 = ру 15 а рише пашЪег. 
'ТБеогешт 25.2 13 ргоуе4. 


Мофе. ТБе сопсер® оЁ зпар!е со[аталз (пилаЪегз) ш геталпаег тпайл1сез аПоууз из {0 ехфепа 
сотБтабфопа] шебВо4з $0 Ве питЪег ах!з, ап $0 ип4егз$ай 4 поф ощу Те шеапште оЁ 
{Ве питег оп Бе пашаЪег ах1з, Боб а1з0 Бе еззепсе оЁ табетаЯса] орегайюолз (асНопз) 
УлёП $Ъезе пашЪетз, Череп те оп Фтесйотз ап4 зертлетф оЁ Фе патеса] ах1з у\Беге 
{Безе орегайюопз оссиг. 

'ТБе ехзбепсе оЁ зпар|е пишЪегз зВо\из $Баф {Ве ша Ююсизез оЁ $15 паяшаБег ах1$ аге 
роз, умер ме саП %Бе питфег 1 ап4 2. Весамзе зпар|е патафегз аге а1егепф уаллеНез 
оЁ $Безе питЪегз. Маткше $Ъе Безо оЁ &Ве питегса| ах1$, ме асбиаПу зе а] Бозе 
роз, мые ме са] питфегз, ап мс аге оп %Ъе г121% ог |еЁ; э14е оЁ $15 Безшив. 

Те фгае еззепсе оЁ апу пишЪег М оп Ве пишЪег ахиз 15 Чебетиите4 Ъу Ве гаё1о 


Ги( М) + ,(М№) = п(п), 


уфеге п = [055 №|, мыс аефегтошез Ве расе оЁ а пашЪег оп Фе паштенса] ах15 ап4 
аззегз ФТаф еась питег Ваз №3 оми Чейпие р]асе оп Ве питеса] ах1з, ммс саппов 
Бе сопРазе4 чи Те расе оЁ апо ег пашЪег. Трегете, уой пее4 фо фту $0 асситаёеу 
ебегтше поф ошу (№), Биф а]во (М). 

п ех1зЯпе шабБетайсз, Ве уаше Г„(М№) 13 поф овеп изе4. ш \е 1апрларе оЁ та- 
{11сез,  теапз фе патЪег оЁ попхего гетлалю4егз оЁ Ве сопиоа (пишЪег) М, 1.е. 


тъ(М) = п(0») — ,(№), п = [08> №] 


зВо\гз $Ваф збагеше Нот Ве рошё 0», (пафига] его) улёЬ Ве зер 1еп2%В р; (рее патаЪег, 
Ату1зог оЁ п апа №), аЙег а себаш плитЪег оё з6ерз, %ер оп $Ъе рошё (пишег) №, “Ве 
зф$еррше оп {Ъе рошё %. Виё шоуше Нот ров 0„ мл чер 1еп21 рь, Пете рх 13 а ргипе 
пииаЬег засЬ $Ваф 2 < рь < [М№/?] ава (р, рь) = 1, ме \Ш пеуег зер оп рошф п, еуеп Ш 
уе збаг6 шоуше ИБ Те заше зер 1еп2 В ош рошё М ш Фе оррозце Аштесйоп. 
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Такше &Ве пишег 0 (2его) $0 Бе шир ез оЁ а] и\езегз, \ме Вп4 %Ваф &Ве Вашс- 
оп л(М№) 4еп4$ 40 шйпИКу, апа и(М№) фепаз фо шйпцу, \]мсВ ад пойшие я1етйсатв $0 
шабБетай1сз, ехсер® юг аш ао ез. 

Эшсе ошг тафВ 1$ Чесипа] ап л(10) = [105 10] = 3, \е ргипез 2,3,5 ате уегу ип- 
рогбатф, езречаПу еп $Ве таш Юсизез оЁ $1е гетали4ег тадт1сез аге &Ве соГатпиз Таф 
соггезропа $0 Те пашЪетз 2”, 3", 57. 

Тепогше Фе уае Г„(М№), ме аттуе аф Ве Юг аз 


и(№) + и(М +1) = (ММ + 1), 


ОГ 


(№) (М -П=ь (т) :71. 


МУе сеф писегбалтез $№аф саппо& Воиге оф Пе ргосезз оЁ патЪег Югтаф1оп оп Ве пашЪег 
ах1з, апа ТегеЮге решииуе пишБегз зоте тез Бесоте ей ег перайуе, ог пта®опа], ог 
ппасштагу, Череп те оп \Паф пфегуа]з оЁ патЪетз &Веу ате т. 

1 шаблх шабетай1сз, Бе чиапайез л(М№) ава и(№) Вауе зрес1йс уаиез, $Вегеге 
{Бе длапийез л(№) + и(М№) ава л(М№) — и(№) а]зо Вахе зресмйс шеаитз Фа& аге Чебег- 
шше4 оу Бу Ще зсае оЁ {Те э1уеп питЪег ах15. [епогше Те А1зсопша у оЁ фе пашЬег 
ах1з, ме оптзеуез стеэбе а44Ийопа] Ч си Нез оп Ве патЪег ах1з Ваф Бесоше ппрозз е 
фо оуегсоше. 

Аз Юг сошЫпафотсв, Ш 4№е эаа оЁ Бшойиа] сое сет 15 2”, 4{Вегете 271 + 1 
сотгезропа$ поф ошу $0 Ве ила е соот (таайа юсиз) оЁ Ве штабах Мт,2"4+1(1), Ба а] 
{Бе па е сопилиа оЁ Ве шафих Мт,2"—2(2). ТБегеЮте, Юг п = р, \е ехёхеше сопитиз о 
$515 тафтх сотгезропа $0 зпаре пишфетз, ап ш обег сазез, Ве ехётете солииз (з1ае 
{т1ск$) оЁ 6Везе шафлсез сотгезропА $0 соргиие питЪегз. Весалзе а] сотрозце пипЪегз 
оп фе пашегса| зертлепе [1,2% + 1] сап Бе гертезещей изше уатолз сот ша®опз о 
ргипез л(п), факте шо ассопиф Ве патЪег 1 аз Ве таш Юсиз оЁ $Ве патетса] ах1в. 


Тре \меП-Кпо\п ге]айюоп С” = СТ 


п, \ысЬ 15 Фе Баз1$ оЁ сот шпабот1сз, юг еасЬ 


сопли пилаЬегеа №, мЪеге п < № < М, Юг 4Ве шабах Ми, м(1), хВеге т = л(п), п = 
[оэ› №] Бесотез 


п(п) = Гт(п)  к(п). 


Тыз Юга аейпез поф ошу Ве Рапсйов л(М№), Би ао и(М№). Весамзе &Ъе тайл1сез 
Мт,ь(Т) ава Мт,ь(рР), мЪеге т = п(р) ате зпоЙаг, апа ш Ве шайлх Ми,р(рР) ошу 


Ты 5 " ие 


соилз сай соттезропа $0 ргиае папЪеге, 1.е. Ваме по ргшае АЯзогз < рР-1. СопзЧегше 
{Раб Фе пишБег оЁ еуеп собилз оЁ Фе шайлх М»„р(рР) 13 опе 1езз ап Ве пиЪег о 
оа4 со[аотз оЁ Ве залае шафих, ап сопзение Фе плафт1сез Ми, р(1) ав Ми ‚рР(р), 
\Веге пм = 7 (\/рР), ме сап соше {0 Фе сопсазюп а 1 Ве тайлх М»,р(рР) сотрозие 


ны + 1 со[атлиз, 1е ате сотрозКе. 


питЬБегз соггезроп4 $0 р — 
опиПату, опе сай ргоуе $Ваф 
1) И Фе пашЪегз 2Р—1 апа 222+ 1 ате поё ши рез оЁ 5, Веп &Веу ате ргние пашфегз: 
2) езбаЪ Из аф \Баф уашез оЁ $Ве патаЪег р Фе пишЬетз 22Р—1 ап4 2Р-+1 аге сотрозце; 


3) езба Из яТасВ ргииаез сап Ъе Метзеп ог Еегиаф ргипез, ефс. 
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АЁег зисЪ а рагзше оЁ {Ве питьег ах1з, даезНопз геаде4 фо Ве пишЪег оЁ зол 0п$ 
$0 едиаНопз аге а]зо сатве4, $Веу аге а]зо зо]уе изте: Пе гез1Аа] тпафллсев. 

[ Фе пишрег М№ 13 э1уей оп Фе пишЪег ах!з, ФВеп %Ъе соа] оЁ пимаЪег Ъеогу 1$ $0 
ейпе {Ъе кшсйопз л(п) ава и(п), Бесалзе п = [055 №]. То сопла 4515 фас, совет 
{Ве шаблх Мю» (1), мБеге т = л(п). Рауше абепаоп {$0 {\е со[аталз оЁ 451$ шайлх 
питрегеа я ап п”, поёе {Таф {Ве п” солап Баз хего гез1А аз 11 Те зале гомз ш \исЬ 
{Ве п {В сою Баз 7его тезАча $. Газ 1$ сопйттеа Ъу Ве #асф Ъаф 1 Ще ргипе пяшЪег 
р; 1 а аглзог оЁ {Ве патаег (соо) п, {еп шоуше ош {Фе рошё (со[атап) п мИЪ Бе 
збер Пепе р; авег а сегбала &ппе же \Ш зер оп Фе рошё ( пашЪег, сорати) 7” ава 
рошё (пишаБег, со[атап) 0» (пафига] 2его). ТЬегеЮге, {фе @запсе Вош Фе патаЪег 0», 
(пафига] хего) $0 7” сап Бе гефасе4 $0 $Ве 4итепз1юпз р; ап4 п, 1.е. Бе пллаЪег оЁ сопипиз 
ш Те зестейе Кот О» фо п” сап Ъе ахя4е4 поф ошу шо р; едаа] рахфз, Баф а1з0 шо п 
еслаа] ратёз. Оп Ве обфег Вапа, \е сап эеф {Баф улёВ фе зер еп рь, тете (рь,р;) = 1, 
зфалте Нгот Бе рошф п, \1Ь Те зер Пепе рх, ме 4о по ме сап её пей ег $0 Ве рош® 
п”, пог фо {Ве рошё 0, Бесамзе $Ве плапЪег оЁ сопитиз оЁ Ве шах Мп (0»,) 18 еда] $0 
п 1, ав4 е пабига] хего 13 0» = ]/, В, Беге т = л(п). ТЫз арргоась $0 {Ъе пилаБег 
ах1 |еа4з 1; $0 Ве сё {Ваф Те пашЪег оЁ зпаре сопиилз оЁ фе шаблх Мип(п” + 1) 
сап Бе Чефегиипе изше л(п) ог [1085 п]. ЗиаЦалу, &Бе пишБег оЁ соГатап$ а 4о поф 
Бауе 2его геталпегз оЁ Фе шах Ми»(-—0»,), ог ®е шал1сез Мтии(— (п - 1)), хысЬ 





ате сотрозе4 оЁ пишетз — (п + 1), -п,—(п-—1)...,-—2, —1, 0, сап Бе аевпе4 иазше л(п) 
ог [1052 п]. Эшсе фе пашЪег оЁ соци оЁ Фе шайлх Мп” (—(п - 1)) ава &Ъе шафмх 
Мт,п» (п + 1) 18 а1во п”. ТБегеЮге, Ё п = р ва рише пашет, $Веп {Фе ргоеш оЁ 
ей &Бе Рапсйопз л(М№) апа и(М№) гедисез $0 аебтите Ве Ёшсвопз л(п) ап4 и(п)... 
Тре югищша, и(М№) + и(М№ - 1), мЫсВ зауз а108 поте або Ве пишБег №, сошез {0 
Пе ш Ме геташег тайлсез ап4 фаКез 1е Югт 


|и(п) — ии |= Шо) — Рип + = М) ф (М +т)| = (М) — и(М+п)| > 0, 


уфеге я = [055 №]. 

Г 13 Чеаг 6Ваф ш от4ег $0 зо]уе а ртоетш %Паф ат1зез ш ргасйсе, 1% 15 Вгз Югииафе т 
{Ве Ююгш оЁзоте есдаа оп (зузбета оЁ еда 101$), ап еп %Веу ту $0 зоуе 13 едаа оп. ш 
$15 зепзе, Фе зо[айоп оЁ апу едиаоп 13 тедасе4 фо зов: а, сегфайй пашетса] ргоет 
УёП а себашт пашЪег оЁ пашЪегз ой сегбаш зесйопз оЁ Пе питетса] ах1з. Виё Ё Те 
Аебпийоп оЁ Ве Капсйопз л(М№) апа и(М№) 1$ тедасеа $0 %е ей оп оЁ Фе Ёшсиопз 
п(п) ап и(п), уБеге п = [05 №], БегеЮге $Ъе аеблилотз$ оЁ {Ве Юпсйопз л(п) апа 
и(п,) сав Бе тедисеа {0 $Ве ей оп оЁ зпаре со[лиолз оЁ Ве шабих Мт,2и-+и(А)), мЪете 
т = л(п). Те уаше |Л| зЗБо\жз &Бе 41збапсе оЁ Ве патег А! Нот &Ве патЪег 0, ап Ве 
Чзфапсе оЁ $Бе палабег А2 Ёош фе пишБег Ош, № А: + А2 = М, ава 0м = Ш р., \Бете 
т» = л(УМ№), п М. Шш Ив зепзе, И 41е аертее оЁ ап еда оп 15 п, еп {Ве пашфег о 
зо[аНопз оЁ засЬ ап едлаоп 13 еда] поф ошу фо п, Би азо фо и(п + 1). Весамзе зат пе 
{Ве шоуешетё Ёота Фе рошф А! \И В а зер 1еп561 оЁ1 ($Ъе зсае оЁ 115 патенса] ах1з), 
аКег а себаш питафег оЁ з6ерз, ме \Ш а1зо з6ер оп Фе рошф (патЪег) Ом ап оп \е 
рошё А2. 

МЛ 115 арргоасЬ фо питенса] ргоШетлз $Ваф ат1зе гот едаа оп, изше Ве Юга 


[и(п,) — и(2т + 1)| = Ги) = Ги +1 > 
опе сап ипаегзбала &Ъе геазоп $Ваф Те зате едиа оп сап Вауе Бо гаф1опа] ап птамопа], 


ог Боб геа] ай ппае1тагу зо опз. Весалзе поф ошу Ве |еп24Ъ оЁ {Ъе эерз, Би а[50 
{Те питфег о# з6ерз ап4 обЪег рататефегз сВагасфетг12е Фе едиа® от. 
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Тре Ёасё 13 аб Ш Ц 13 Коо\п 6Ваф Бе пашБег М№ 1$ а шаре оЁр;, $Веп &Ъе ачезйюп 
пише афеЙу аг1зез: мВаф пишЪег М! сай Бе шо ярНе4 Бу р; $0 сеф №? 'ТБегеЮге, зпаре 
пиштЬегз оп {е питЪег ах1з р1ау а зрес1а] где, ап Ф\еу Впа оф {Таф апу едааЯюоп (ап4 
зузбет оЁ едлаотз) Вахе а зоПиоп, влуеп Раф Бо итайопа] ап@ ппазшагу зо[аотз 
ате ифипафбе[у едиа] $0 {Ве 41з$апсе оЁ а, хлуеп пишпЪег (шоте ргеслзеу, а э1луеп ро) от 
{Бе Безшииие оЁ а с1уеп пишЬег ах1з, \ЬасЬ ме са &Ъе хего ро, Череп ше оп \еге 
(пехауе ог роз№луе) $615 рошф ог питЪег 1$ Тюсафе4. 

Сепега 1: $Ве ргорегНез оЁ $Ве тетали4ег тафлсез, ме сап зау аф тах ша%- 
етайсз 4оез поф [еауе ЫапК зроёз оп &е пашЬег ах!з, ап аЙ ргоетвз аг1зше Нот 
питенс орегайопз (асйопз) ми питаЪегз аге зоуе4 Бу геситтепф юга аз. 
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Срарфег 26 


Сопс! 1510 


Маблх шабВета1сз, ог Ве тафлх шебфо4, вез $0 тесопсПе $Ве тафббетасз оп ве 
питег ах1; \Ь {Те шафВетай1сз Баф 15 югше ш опг паз. ТЬз тесопсШайюоп ргосезз 
шеапз $0 сотргеВепа &Ъе еззепсе оЁ пашег югтаЯоп оп {Те пашЪег ах1$, ШС 13 
аззос1афе{ \И епогтомз$ Ч сиШез пе фо %\е сБойсе оЁ Ве омеш ($е Бехшиише оЁ 
Ве питаБег ах1з). 

эшсе &Ве патЪег п, оп $Ъе питенса] ах1$ зВо\муз Ве пашЪег оЁ ип зеопепз 4епзе]у 
зрасе ап опе упфиа] Пие ш $\о Фтесйопз, (БегеЮюге, Ве патЪег % 13 поё {Те рош® 
$Ваф \е зушБойсаПу 4епофе п, Биф 13 Ве зат 7 и зееллет. ТЬз арргоасВ $0 патЪетз 
оп {Ве пишрег ах1з |еа4$ $0 ФЪе те|амубу оЁ Ве сопсерф о{ рагКу оп Ще пишЪег ахив. 
Весалмзе 2, сопзесийуе питаБегз оп Ве питтЬег ах1з зЗпо\/ $Ваф Теге аге п, еуеп ап4 п, оа4 
пишЪетз атопе фреш, БегеЮге Ве рагу оЁ Ве пашЪег, ог шоте ргес1зе]у, $Ве рагу оЁ 
$Ъе сратасфег о {Ъе в1уеп пилег 4ереп4з оп &е сполсе оЁ Фе теЕегепсе рош$. 

Треге аге по абзётасё (Аппепз1юонезз) пилаЪегз оп $Ве патегса] ах1з, еасВ оЁ Бет 
зВо\з а зевает, ог Бе зи оЁ зестепёз Ваф Бахе а, еп, “есь аереп4$ оп \ЪасЬ ева 
уе теазите Вет ош, ог оп \ШсВ рагф оЁ Те пашейса] ах1$ $Ъезе зеетлепфз ате осабе4. 

То Бе аЫе фо ипаегзаю Ъе еззепсе оЁ пашфег Югтаюоп оп Бе пашфег ах1$, ме 
стеабе4 тез1Чиаа] тафтсез $Ваф зисрез$ $1аф оШу пцезетз ех156 оп $118 пашЪег ах1з, \рсЬ 
сай Бе сошрозке ог зпаре, Череп4 ше оп Фе сполсе оЁ $Ъе Бершите оЁ Ве пишЪег ахив. 

Озше Фе гезача тпатсез, Фе ргорег@ез оЁ пилиЪегз сап Бе эра Фе поф оу аюпя 
опе эбгале Пше, Баф а[з0 аопё {Те уегиса/. 

[1 {Ве гешашаег штабах М»т,2.(Т), мЪВеге т = л(п), Фе пиишЪегз оп Ве зершеп® 
[1,2п] \мЪеп &Ъеу аге абеграфеу алхлаеа Ъу ргипез р;, меге 2 < р; < п, пиши по 
гез14иа]5, \сЬ аге 41 1Рлфе4 оуег Ве го\уз р; ап4 оуег Ве сопитиз 4;. Кас со[атап о 
зиср а тах раз 7его апа поптего тетали4етз, \ср аге Чебеглите4 Ъу Пе Ююгиав: 

юг сопитиз Ст (7) + ит (7) = д(п), 

Юг пез (№т(211) — №т»(212)) = с(т,п,211), 

у ете 71 13 $Ъе ог4та] палифег оЁ $Ъе 7 6 сои. 

Озше МФезе юга, ме Чебегите Ве уаше 


п(2п) — л(п), 


ап зпиПату Бе Аегепсе 
п((2п)?) — п(п?) 


юг апу уаше оЁ п, факте аЧуалбасе оЁ $Ъе Ёасф $Ваф ш $Ъе гез1Чпа] тпафт1сез ме Вахе а, тпоге 
сошрМех эбтисбаге оЁ &Ве питенса] ах1з ап \ме гергезеив 1. УВ $Ъе Вефр оф гезача] 
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та1сез, фе патенса] ах1з 13 гергезеще аз Ф\е зат оЁ рагаПе! (ассогАте фо ЕлсеПа?’з 
ах1отл8) 4талеф Ппез, хВозе огра 13 а1зр|асе4 т@айуе $0 еасЬ обег Бу а сегбала пишфег 
оЁ ип 1еп2\ зертлепёз (зсае оЁ Фе питенса] ах1з). ТВегеюге, \ме Вахе 


п = [052 №], п = [05 п”. 


Эшсе опг тафВетайсз 13 Чесппа], №е ргппе пашЪетз 2,3,5 Рау а пЧатета то]е ш фе 
ргосезз оЁ пиЪег Югтаф1от. Зпар!е патЪегз арреаг оп Ве питенса! ах1з, еуеп оЁ мс Ь 
аге сопз1ете4 робепйаПу ргипе пашЪетз, ап ме оБбаш %Бе теаНуЦу оЁ Пе сопсерф оЁ 
рише апа сотрозце пишЪетз, Череп4 те оп фе омеш оЁ еуеп ап о44 пишЪетз. Оше 
огиа1ав: 


па = [052 №], п2 = [083 М], пз = [ю8. №], па = [085 М], 


уе оба Те т@айюоп 
т М) = т (М) — и(и(пл) + и(п2) + и(пз) + и(па)), 


урете №: = [№/?2]. 

Озше езе Югииаз, Фе даапййез Г„(М№) ава и(М№) аге гедасе4 $0 Ве длапйез 
Гт(п,) ава (п), хЪете п = [055 №], ап4 ме зое поф оШу ригеу феогейса], Ъаф а]50 
ргасЯса] ргоетз, гефасте $Вешт $0 еда оз ог зузфета$ оЁ едпа1юп®. 

СепегаП ит; {Ве Пеогу оЁ тетали4ег тафсез, ме оБбат 


Тьеогет 26.1 Тре зит о} Фе питдегз о} тезз4иа8 т 1е тайтл Мт.2т(А), шрете т = 
п(п), Л 18 ап ищедет, 13 а сопяватй Фа 18 едиа 0 2п : п(п). 


Ргооё. Эшсе Юг еасй 7 $ сопиип оф 18 шабих ме Вахе 
[т (7) + ит (7) = п(п), 


уТеге Ёт(7) 15 &Бе пашЪег о{ поптего опез, ап итж(7) 15 Бе патЪег оЁ 2его теталтаегз 
оЁ Те сопиип пашБете4 71, еп &Ъе Ъеогеш 13 Беуоп4 4оч%. 

ТЫ &Веогет сап Бе сопзАеге Фе тала &Беогетш оЁ $Ъе патЪег ах1з. АП еогетз 
{Та% аге ргоуе4 шт 1$ соЦесйоп аге сопзедиейсез оЁ $15 Веотет. 

МУ гезресф {0 едтаютз, \ме сап зау $Ваф Ве еогу оЁ тезча] тпаф1сез фигиз апу 
едиа1оп шо ап 1Чеп у оп Ве пишЪег ах1з. Весалзе $Ве пяшБег Югтаюоп оЁ пашЪег$ оп 
{Те пашЪег ах1$ осситз \И Ве зале геатКу, гесаг]езз оЁ мБеге $Ъе пашЪег Юттаоп 
факез расе оп Ъе пашЪег ах!1з. ТБе теоатез оЁ паег Югшай оп стеабе @ететагу 
шабета&са] орегайопз: а оп (заб тгасвйоп), иарНсайоп (41у18100), ехбтасНоп о 
«Ве гооф (]охат т). 'ТБегеЮге, оп $Ве патЪег ах1з, 1 15 песеззагу $0 збАу шоге 4еер|у 
$Те ргосезз оЁ пашЬег Ююгтай1оп, $0 пи4егзбай аП $1е зВа4ез оЁ питегса] орегайопз. 








Еог ехашре, Ве едаа оп Ма? = +а звошА по оу шбегезе $Ве тези  оЁ а, Баб ао 
Бесамзе $15 едаа фу зВо\уз $Ваб: 
1) Атопе Ве сопзесийуе пилаБетз #от 1 $0 а? оп &Ве пишенса] ах1з {Веге аге ошу 
а патЪетз, еасЬ оЁ м В1сЬ 13 а шаре оф а. 
2) ТБе те]аюоп 
п(а?) + Е(а?) = а?, 


\Теге {Ве №псНоп Е(а?) зВо\уз Ве пашЪег оЁ сотрозйе питаБегз Ваё аге атопе {Ве 
питЬетз [1,47]. 
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3) ТБе теа1оп 
п(а?) = л(а*) + п» (а), 


\Веге л» (©) 15 Ве пишБег оЁ ргйпез оп {Ве зеотпейй [а + 1, а?]. Ес. 

Опезйопз аг1зе: 

1. Но\ 10 ехргезз Те уаше оЁ л(а?) т $егиаз оЁ (а)? 

2. Но\г $0 ехргезз Ве уаае оЁ (а?) ш фегтаз оё [1055 а]? Ес. 

Ех! ше шафетайсз оКеп пез]ес6з поф оШу Цетаз 1), 2), 3), Баф а]з0 Кегаз 1. апа 2. 
Аз а геза\, едааоиз оЁ Те Э1егршзК1-Егаз фуре атзе 


тот 
п у 3 





\исВ саппов Бе зо]уе ш сепега] огт, че $0 Те №с% аб 1 1$ пароззЫе фо Впа ЁРапс- 
опа| Череп4епсез оё $Ве пишетз 5, у, 2 ап4 п, ап Фе пашЪетз 1, 4, п. 

Весалзе мВеп а4Ате; (за тасйп?) асйопз, \ме а]\гауз Виа а соттоп Чепопитафог, 
Боб ме пеуег 4е]уе фо Ве еззепсе оЁ $1; соштоп Чепопипафог оп $Ъе пашет ах15. 

ш шайтх шабетай1сз, ФФезе Череп4епсез аге Чебеглоше Ъу фаКше Фе 1ога- 
шт оЁ Фе пишЬег № фо Те Базе п, ог %0 Те Ъазез 2,3,4,5, ог изше фЪе гоо&з 
№1/2, МУЗ, МИ4 МИ5, цакше ныо ассочыё Ве \“Вое рахёз оЁ Ф1е гезийз оатеа, Ъе- 
салзе пе Югиа, 


Тт(7) + въ) = (п) 


13 уаПа Юг &Ве 7-0 содлип оЁ Ве шафах М»,2.(Л), хБеге т = л(п), п 18 ап ицевег, апа 
10<п<л-. 

'Трегеге, едаа1оптз {Баф сайпо% Бе зо]уе4 изште ех1з ше шаф ета сз аге зо]уе изя 
шах шабпетайясе. 


ТБеогет 26.2 Гог еасй пафит питбег п, > 1, ШФете елл3ф парит питбетз х, у, 2 зиср 
Фа Фе юЦоитд таайот, по[а3: 





1 
= т 26.1 
+ (26.1) 


Ргоо{. ЗпарШушье &Ъе ехргезз1оп (26.1) ап4 факше 
4ху2 = п(ту + ха + у2) = 4М, 


уПеге № 13 а шире оЁ п, ме обаш &Ъе патенса] зестеиф [1,4М№]. Озше &Ъе з1еуе 
шебТо4, 1.е. 1еауше %Ъе ргиие пишЪег р; ипбочсВе4, сгозз ош а] фВозе пашЪетз оЁ $13 
зеотпеп$ Таф аге ша рез оЁ ру, хВете 2 < р; < л(У4АМ). Ш?з см1еаг Ваф 


[0.4№] = [0.2м| + 2м№,4М| + [4№,6 №] + [6№,8М. 


Репойте $Ве питЪег оЁ сотрозке пишЬетз оЁ Те зеотлеп® 2№; $Вгои? В Е(2№,;), ме оба 
$Ъе теа@оп 


ап ТЪегете 


4 4 
Ам =» `л(2№) + > Е(2М№,) = п(4М) + Е(4М). (26.2) 
=1 п 
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ТБе едиаюоп (26.2) сощалаз $\о ипкпо\из л(2№,) ава Е(2№;), апа &Ъе патег М 15 
Кпо\уп (ргедебегиатеа). Те пехф едлаЯоп \16Ъ Ве зате ипкпо\из$ 15 оБбатеа Бу АллАте 
{Ве зертлепф [1, 4№] шфо &тее рагбз. 


(1,4м№] = [1,3М] + [3М№, 6 №] + 6М№,9м]. 
эпиПайу, ме оБфали Ве едааНюой 
3 3 
ам=У`л(2№) + У `Е(2№) = п(4М) + Е(4М). (26.3) 
=1 1=1 


Тре едаайо0 (26.3) ап4 &Ве едаайо0 (26.2) Югш а зузбешт оЁ $0 еапаотз \ИЬ мо 
ирКкпоУ’п$, Бесамзе 


м — Гм — Е р РЕ (26.4) 








Пепойия 
[(31)] = хо, [п(3№)] = и, [м(3№3)] = 20, 


уе хе а зопи1оп $0 {Бе едиа®1юот (26.1). 
АпоЪег зеё оЁ зо[а 1018 18 


[Е(3№)] = 21, [Е(3№)] = ув, [Е(3№)] = 21. 


ОЕ соигзе, Фе едтаоп (26.1)) 15 зо]уе4 ш $Ъе Веа оЁ ех1зЯпх шабВета с изше 
{Бе чеуе шебфоа. Виф ме жетге 1Те4 $0 $13 Бу Бе ше Бо4 оё тез1ма] тпафттсез, Бесамзе Бе 
пабига] пилаБегз оп $Бе пишЪег ах1$ аге по ше е]зе, Ба $Ъе гешалпаетз {Ва аге обаше4 
Бу аглате 1ахое патЪегз Бу эта| опез. 

ТБе едаа оп оЁ Ве Юг 





=-+-+-, (26.5) 
в фот я 


ог апу еапа&1оп о? 8 $уре, Бесамзе Ве т@амоп (26.5) сай Бе тедасе4 $0 $Ве зузбет оЁ 


еоллаф101$ 


п(Еп) — п(пК) =хо Е(Кп)- Е(пК) = 21, 
п(Е+п) -л(п) =ш, Еп-+®)-Е(п) =, 


\Тете К, п, х, у, т1, У1 аге пафага! патЪетз, ап 1 < А < п. 

Майлх шабБетай1сз 1е4 аз $0 Те сопс[азюп %Ваф 'ТЬаез’ $Веогет 1$ поф ехасф, Бе- 
салзе 16 13 а сопзесиепсе оЁ &Ве Ъаз1с ахлот оЁех1зЯ пе тафВетай1сз (фе патфег “ХЕВО»” 
за шшШар оЁ а| пщесег$), \фмеь газ Те гезиз оЁ пафБетаса| орегаопз $0 ар- 
ргохипафе уа[ез. ТБезе питог шассагасез |еа4 $0 ргоетз по оШу ш орегаЯопз м 
пфесетз, Баб ао м НасНопа! питафегз, ог, тпоге ртеслз@у, ш аП БгапсВез оЁ тафетаф- 
15. 

Аз Ют Тез’ $Веогет, тах табтетай1св зае56$ $Таф а зеетлеп м6 а [еп оЁ 
М сап Ъе Члае4 аб 108% по № — 1 еаиа] ратфз. ТБе гейпеа ТЬаез &Веогет Бесаше а, 
Чесляуе Ёасфог Юг ип4егзап те {Те ргосезз оЁ питаБег Югтафоп ап4 Те фгае еззепсе оЁ 
естааопз оп Ве пишЪег ах1з. 

ТБе ргоеш оЁ аефегиште Фе пишфег оЁ ргипе ап сошрозИе пишЪег$ оп Те 
питенса] зестенф [Л, ^+ п] 13 Те шаш рго ет оЁ патаЪег ФЪеоту. ТБегеЮте, апу ргоет 
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(едфламоп) оп &Ве пашетса] ах1з сап Бе гедасе4 $0 Нпаше $Ъе уашез п(п), и(п), Е(п), 
[052 п] Юг а Рлуеп уаше оЁ п ап Чебеглииите &Ве 4ерепаепсе оф {\1езе уа[аез оп п, ап4 
{Беш ге]амопзБрз \Ь еасЬ обВег. 

Аз Ъе уаше оЁ п шсгеазез, Везе диезНопйз Бесоше ргоетайс. 

1$ 13 Кпо\миа Таф апу зертлеп [Л, А + п] оп а 2уеп патегса] ах1з сопбалз п + 1 
роз, \мсЬ ате тахКе4 аз пиЪегз. Вазе4 оп 13, &Бе ех13 шо пафБетай1сз гедисез Ве 
ргоЫега оЁ Виа е &Бе уааез л(п), и(п), Е(п), 1055 п] оп ап атЬИтагу зесшец& [Л, А+ п] 
$0 {Ве ргоЫеш оЁ Впаше {Ъезе даапеез оп Те зертепв [0, п]. ТЬегеюге, ме себ точ 
езИтафез. Эаср аз, 


п(п2) — л(п(п — 1))  п(п). 


То сопушсе из аб \е аге т12]1%, Фе ех1з3Нпе шабетайсз изез $Ве шебфо4$ оЁ аШегеп а] 
ап шбесота| сайсиаз, \мЬ1сЬ аПо\ из $0 тефасе $Ъе аейуайуез оЁ Ве т -6В 4ертее фо бе 
егуа уе оЁ $Ъе 4ертее п, — 1. Апа, итафейу, $0 %Ъе 4емуе ро\жег оЁ 3 ог 2. Ви \ 13 
Кпо\и ураф асиез ате епсоащеге жеп зо]уште АШегейа ап п\феота] едиа1юп®. 

Мабих ша фетайсз Бейеуез {Ваф апу пишБег зестпепф \16Б а Пепе оЁ 4М саш Бе 
Аглае4 то $\о рагфз м1 а 1еп=6 1 оЁ 2М еасЦ, от фо Ююлг рагёз \ В а 1еп2} оЁ № еасВ. 
Тв 15 едлиуаеп$ $0 тефисте: Ве Ыапаатаяс едлаот $0 а, даадгайс опе. №$ Юютоебйпе 
{Ъаф а] еуей питЪегз оп Бе пишЪег ах1з, ехсер% 2, аге сотрозЦе, $ТегеЮге, Ве зерлаеп® 
оЁ патЪетз м1 Пепе 4 сопбашз 2М№ еуеп 2№ о44 пашет$. ТБегеЮте, $Ъе зертепф оЁ 
питьЬетз 4М сай Бе аглае4 фо %тее рат. 

ТЫ 1з Бом’ {Ве едиа1онз (26.2), (26.3) мете оаше4, апа {\Теу сап Ъе саЙе4 затахге, 
ог спЫс. Весалзе а пилшиЪег оЁ Ве югш 4411/2 сай аБ\хауз Бе сопз1еге4 аз {Ве пишЪегз 2а2 
ог 263, уВеге а ава 6 аге ицерег рагёз оЁ {Ве га са] \/4хул апа (ху2)ИЗ. 

Сопзегуайуе шафетас1алз о поф астее {Ваф &Ве едла1опз (26.2) апа (26.3) сопбала 
оу $\о ииКпо\из, а Точер фВеу теа4 Пу астее м” Чегета] ай пафеота] са]са[аз. 
Ретрарз &Веу Югеоф Бо\у $Веу 506 ап4 еуа[аадбе4 ф$Ъе зо[а 10$ оЁ 1еопотейлс едааопз 
оп фе пашЪег ах1з. 

Мабих шабета%1сз оЁ а аШегет орииоп. Весамзе ЧллАтз $Ве зеотиепф [^, ^+ 4592] 
оп Те патЪег ах1з 13 есдиуа]епф $0 Чу Аше фе Кшсйоп ](т, у, 2) = 4Атуз ифо Рапсйопз 
р (т) = 27, (у) = 3, (2) = 2. 

Эшсе оп Ве пашегса| ах1з Фе сопсерф о{Р а пишЪег, ап егеЮге а ргипе ап4а 
сошрозЦе пишет, 13 а г@ауе сопсерф, ап {Веу зВом ро1шфз Вай аге аф а себаш а1з$апсе 
Бош %Ве роб Паф ме фаКе аз пе Безшиите оЁ а в1уеп патегса ах1з. 

Трегете, &Ве едиай1оп (26.1) сап Ъе гедисе4 $0 а Ыааа@гайс, сис, ог дта4гайс 
едлаоп. 

Тре едиайопз (26.1) ог (26.5) азо Бахе а сегбай пашаБег оЁ зо[айопз, ава Безе 
зо[а1отз сап Бе тедасе фо &\о от &|тее пабига] пилабегз, Бесалзе $Ве зо оп о{ апу 
есааоп оЁапу Чертее зВо\уз Пе Ч1з$алсе оЁ Пе согтезропате ро Йошт фе Безшише а 
отуеп пашегса] ах1з ($Ве пилаЪег оЁ ии зеоттеп&з), \сЬ сай ошу Бе а пабига] патаБег. 

п &Ъе 1апеиаре оЁ тез4иа] пзафлсез, $Бе {Беогет 26.2 (едламопз (26.1) ава (26.5) 
15 ига, Бесаязе апу питенса| зеотиепв м 1еп2Ъ отеафег ап ог едиа фо 30 сай Бе 
ле фо $Втее рагёз ( еда], ог ипедаа!) Оп еасЬ оф %Тезе зеолиетёз, Ве патаЪег оЁ 
ргипез 1 ехргеззе Бу пафига] патаЪетз. 

эигризше]у, сопзегузнуе табВетай1с1ат$ аотее Таф а Ппеаг едиаНоп Ваз опе зоа- 
оп. АЁег а|, уреп зоуше а Ппеаг едиа1юоп, ме её мвае, Ёасйопа, птаЯюопа], еуей 
{тапзсеп4епва! (п = 3.14..) ап4 шаейпце тезаз. Но\ ате Веу сошбше ап4 саПе4 опе 
зо[а от? 
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Ву \1е мау, Еегтаф пойсеа &Бе гебпештет® оЁ 'ТЬ&ез’ $Веогет ап аррПе4 1 ш В1$ 
у\’отКкз, саШте 413 арргоаср $Ъе “пебоа оЁ вице 4езсет%.” Са]ю18 а]зо ргоуе ш $18 мау 
{Те Ъеогеш оп Ве пашЪег оЁ зо[а10пз $0 едиаопз оЁ апу 4естее, ап4 И Пе Ба по%ф Фе 
{тарлсаПу, Ве моА Вахе соше фо Фе 1Аеаз оЁ тафх шафБетасз, Бесалзе Ве сопсерб оЁ 
тезАчез паз Бееп ш %Ще ал зшсе Ве ие оЁ АгсЬитедез. 

Зишише ар, ме пофе $Ваф аП Те са]си]аопз ФВаф ме 414 хПеп ргоуш; Те Ъеогеиз 
оф {113 соПесйюоп аге поф а\мауз Намжезз[у асситафе, Бесамзе \ме бе $0 етрНазе бе 
ауатбасе оЁ Ве шафих шафВештай1сз шео4, поф рауше че абепйоп фо %Ще са]саюп 
фесьате. Еог Ё Ще зба4етф шаКез а пузбаке ”пеп а44те та 1-1 питабегз, 615 Чоез 
10$ шеап Таф Ще шебо4 о{ а4Чте та 1-15 пашЪетз 18 \утопв. 

Мозсом, 2017. 
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Тгое еззепсе оЁ пабига] его (О„) апа атс оп 
с(т, п, п, + 1) 


“.. ю рта оиё Фе ди у ора шрае Батте 
1 15 пОЁ песеззату ю аттК 1 №0 Ще фойот...” 


27.1 Питоаосйоп 


Мабтх ша етайсз (Ве Щеогу о тез ма] тпафл1сез) зВозуз Баф а] ргоетз оЁ Те пишЪег 
югпайоп оЁ {1е зезллеп оЁ пашаетз [Л, А + 2т] оЁ &Ъе пишегса] ах1$ изше &Бе гез1Апа] 
тай1сез сап Бе гедисе4 $0 зом а питенса] рго ет оп \е зертлеп® оЁ пишет [0, 2%], 
\ете Л > 2п. То 4о 15, уоп пее4 $0 Вп4 оф Ве фгие еззепсе оЁ пафига] хего 


т 
0 = ПП» ЕЮ) 
1—1 


ап Те асйоп с(т, п, п, + 1) 1.е. уБаф гое \еу р1ау оп а эуеп пишЬег ахиз. 


27.2 Маблх ехрапз1юп. РКапсНой с(т, п, п - 1) ш геталюаег 
тафт1сез 


Сопз1аег фе шафмх оЁ гез1Апа]5 М2. (1), т = п(п). Геб’з ехрапа Ц, 1.е. еасЬ пашег 
сотгезроп@ те фо еасЬ сопиип оЁ $18 шабих 13 КибЪег атае4 Ъу $Ъе замате о{ а ргиие 
пишаБег ро, уБеге 2 < ра < л(У2(п-+1)) ап4 фе тези и; тез иа]8 ЯП Бе ещеге 
бо {Те соттезроп4 те со[алиолз 0 $518 шабих. [6 13 еаг {Ваё \Веп Ве шафлх Ми,2и(1) 13 
ехрап4е4, из \лаВ м шсгеазе ап4 Бесоше еда] $0 1, =1-+. ТегеЮте, т» = т-т”, 
\Веге т = л(п), т* = л(/2п  Т). Ава Те еп оЁ {Ве тафих \ Ш пов сваиое, 1.е. у 
теташ еда] $0 2п. Те зепега] у1е\ оЁ {№е ехрап4е4 шах 15 4епофеа Бу М»,..2т (1). 
Тре юЮПо\жлие геамоптз Бо 


Мт,,2т(1) = Мь, п(Т) их Мт. (п НЫ 


Мт. п(п® + 1) — Ми, п(1) = с.(ть,п,п +1) = с(тпп- ПШ +с(т,пп+1. 


Эшсе фВе шайлсез М», „(п -+ 1) ава Ми, п(Т) Вауе $Ъе зале патаЪег оЁ сопитиз, Ба Юг 
21 п Ве пашьег оЁ ода сопипиз оЁ Ве шабх М», п(Т) 15 1 шоге ап &Бе пашег оЁ 
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еуеп со[лилиз оЁ Фе шабих М», п(п + 1), апа Ве пашЪег оЁ еуеп соаталз 15 у\1се уегза. 
Апа Юг 2|п Безе тайллсез Вахе &Ве зале пагарег оЁ еуеп ап4 о со[аталз. Тиз, ме Вахе 


—1, о 


* жу 6, 1). = . 
с» (т, п, п + 1) | РЭ 


РТ 
Энке гочеВ а] Фозе сопииз оЁ Ве шафих М», 2 (1) еасЬ оЁ мысЬ сошбализ аф 1еаз6 2 
гего геталшегз ш &Ве гомз 1 << т=л(п) ава 1 <1<л(\/2(п- 1)), ме аебпе по 
оШу &Ве РапсНоп с»„(т», п, п + Т), Баф а]во Бозе со[атиаз оЁ 8 тайлтх, еасЬ оЁ \ысЬ 
соггезропаз фо а ртипе патЪег ап4 а пашЪег оЁ Ве Югш 23, 2 < 28 < 2. 


'ТБеогет 27.1 ТАе геайот, 
п(2т) —п(п) > [1052т] - 1 {п>2. 


Ргооё. Сопзаег $Ъе ехепае шайлх Ми, 2®(1), \УВеге т = п(п), т” = л(\/2(п+1)). 


Ме тергезеп® 1% ш Ве Ютгт 
Мт,.2ъ(1) = МЕ Е нон + т 


Геф’з сгозз ошё аП $Тозе соли оЁ ФЪезе шафлсез, еась оЁ маеЬ Баз аф 1еазф опе хего 
теташаег ш Ще томз 1 <{< папа 1 <Г < т”, ро рей”. 

1. ш фе шах Ми, п(1), Ве плитЪег оЁ ипсгоззе4 со!аталз 18 Ат = [022 п] + 1, ава 
{Ве патаЪег оЁ сгоззе ом со[атаиз 18 АА = п - #1. 

2. 1 Ве шабах Мии(п- 1), Ве пашЪег оЁ чисгоззеа со[аиатз 18 КЗ = п(2т)—п(п)-1, 
ап Ве пипЪег оф сгоззе4 оф соалаиз 15 Ао = п — Кб. 

Весамзе атопе Фе пашрегз % +1, п-2,..., 2% еге 13 ошу опе пашЪег ПКе 2°, п < 
28 < 2п. 

Аззиише п(2%,) — л(п) > 0 апа сопз1Аегте фай 


ЗА наь (т Е О г Миа) = С (Иы ть п, + ТЕ 


2е$ 
м” ФМ (1) = „(ть пп + 1) + № -— №, 


т», т» 


\Бете М (п + 1) ава Мы. „(1) зВо\ Фе пишег оф хего гезиа15 1 затЩебфтоцеВ 
штафтх содиип$ Ми (п + Т) ава Ми, (1). 

Виф эшсе еасЬ сопили пламете4 7%; о# Фезе плаф1сез сощаллз п (1) — (п) = [т(п;) 
поп7его геташ4етз, {ВегеЮте, 


— —к* 


М т. п (п Е 19) м М, в(1) ь [052 п] го в 
5—5 =—№1 
У\Веге М, „(т -+ 1) ата Ми, „(Т) зВо\у Фе пашЪег оЁ поптего гез!па]5 т Те ипсгоззе 
соГлипиз (Аб апа №1) оЁ Ве шайсез Мти(п + 1) ава Ми», в(Т). 

\\е деф {Ве зае апз\уег № ш {Бе шайсез Мип(п + 1) апа М, »(Т) же ахгапее {Ве 
соГлиии$ $0 Паф оп опе э14е Вете аге ипсгоззе4 соплиии$, ап Вей стоззе опф. Сотпрагште 
тафл1сез м1 заср ап аттапеететф оЁ со[пиз, ме пофе фТаб ш Пе ипсгоззе со[лалз оЁ 
{Ве шах Ми, „(1) опе со[алоп 13 ешруу, ап $Ве офег со[атапз Ваме опе хего геталаает 
ш том 1 = 17 = 1. Ава ш Фе чисгоззеа софалапз оЁ &Ве шабфих Мт»(п + 1) ошу 
опе сопиип Каз опе его теташ4ег ш Ъе го\м { = 1, ап4 %Ъе гезё 4о поё сошбаш хего 
теташ4егз (етарбу). Эшсе {Фе пишаЪег оЁ сопитиз ш шайсез Мт,п(п + 1) ава Ми, п(1) 
ате еда] $0 еасВ офВег, ай с» (т», п, ®-- 1) > —1, ФегеЮте, %Ъе Теогет 13 Беуоп4 40%. 
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СогоПагу 27.1 Тйе едиайот п(2п)) = 2п(п) раз ощу о зошйопз, пл = 4, по = 10. 


Ргооф о{ %Ще согоПагу ЮПо\мз Егот Ще ргооЁ оЁ 'ТВеогеш 27.1. Эшсе опг табпетайсв 13 
4есппа], ап Ве шаблх М», 2»(Т) сап Бе тергезеще4 аз 


Мю, 2т(1) — Мы Т 19) + Мт п(2|2), 


{Веп пофе Ъаф Юг п > 5 Ве пашЪег оЁ ргипез (софаалз) 11 Ве шабах №, „(211) Бесотез 
шоге &Вап [1052 п]. 


СогоПагу 27.2 Тйе таайНот п(2п) — п(п) > ее —1. 


Ргооё. ш ша1сез Ми»(1) ав@ Ми. (п + 1), мВеге т = л(п), т, = т+ т = 
т-+т(М2т - 1), сгозз ойф аЦ Бозе со[алииз, еасВ оЁ \мсЬ Баз аф 1еаз$ &\о хего гетала4етз 
ш том 1<1<т, 1<ф <п*. №мх, яш1аму $0 ТБеогет 27.1, ме оббат 





К =л(п) +1, Ж=п- А, 
Ко = л(2п) —л(п), К =п- №. 


П пом ме сотрате тафтсез м сгоззе оп ап пистоззе со[лиииаз, фВеп \е веб Ще 
зфафетете СогоПату 27.2.. 


Мое. \е хо деф Фе заше гези 6 1 ме гертезеще4 Фе шафих М», .2.(1) ш Фе Юга 
М. 201) —= М. т (21 9) Ел М» п(2|2). 


М оу, стоззше ойё аП Бозе сопилиз оЁ шабмсез №, (21 Л) ава №», „(2|^), еасЬ оЁ 
\ШсЬ Баз аз аф |еаз6 $\о 2его тета 4егз ш з&т1щ9$ 1 < <т=л(п) ааа 1 < # < пи = 
п(/2п + 1), уой сап Чебегиите Ве пашЪег оЁ ргииез пиштЪегз оп Ве зеотиеп® о пуесетз 
[^, ^+2т] Юг (Л, п) = и(п), А> п. 


ТБеогет 27.2 Тйе юПочлтд таайотз ро: 


п(2и?) — п(п?) = п(п?) + а - " + | . . _ е } 


п(2п?) — л(п2) = п(п?) + [ово п] + | . й __ ь } 


Ргооё. Сопз@ег &№е ехбен4е4 тпабйх Ми», 2,2 (1), \Веге т = л(п?), т” = (М 212). \е 
гергезет® № ш &№е Югш 


Мнева(И) = Миа) + М, из (п? + 1) я Аа (2 Т 1) ия лы (2|2). 


Ме сгозз ошё аП $Тозе соГалтз ш Безе таблсезв, еасЬ оЁ ммс Ваз аф [еаз6 $\о хего 
геташ4егз ш Те го\з 1 << т=л(п?) ава 1 <#< л(\2п?). 

1. 2 фе шаблх Ми, „2 (1), Ве пилаЪег оЁ ипсгоззеа соли 18 АТ = (п?) +2[055 п], 
апа Фе пашЪег оЁ сгоззе4 ош сои сооиз аге 1 = п? — К. 

2. ш Фе шабх Ми, „2 (п? + 1) же епофе {Ве пашЪег о# ипсгоззе@ со[атаиз Бу Ё&, 
апа &1е пашег о сгоззе оф соТллотз ме аепове Бу 2. 


к = п(212) — п(п?) +1, К =? — п(2п2) + л(п2) -1- 20821], 
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ог 
=? — л(2 1 . . 
ао а +| д 0, Ры(2п) >1 
Весамзе атлопе Ве пашЪетз п? + 1,2? +2,...,2п2 {Вете 13 ошу опе пишаБег ЦКе 2°. 
Весалмзе 
—— —— 
Мт. 2 (п? +1) — Мт, п2(п? +1) = 
а 2 п(2п) —1 в и ЕЕЯ 
— С *) , 1 а : 
Зы ++ (ие) + | 4 т 0, 2} (2) > 1 
апа 
——К ——А 
М, из (п? +1 - М. п (п? +1) = с, (ть, п2, п? +1) + л(п2) + 2[085 п] + 


ти 
+1 о, ы(2т) >1 й 


Непсе ме оба $Ъе аззег оп оЁ $\е {Пеогет. 


СогоПагу 27.3 ТАе юЦоиту таайотз поа 


о ел па О 
1, 1 и(2т) =1 й 


п((2п2)) = 2* (212) + [юдо п] + | 0, 21 и(2п) >1 


Ргоо{. СопяЧегшз фВе ехбеп4е4 штайлх Мь,, (2)? (1) апа тергезейие 1 аз 

М», (2)? (1) =: Мн. 2т? (1) + Муна | + 19) 5 Мои? (2 Т 9) ия В (22), 
ап сгоззше оф а &Возе со[алпиз о# $Пезе табллсез, еасЬ оЁ \мЪсЬ Ваз аф 1еаз6 6\о хего 
тетао4егз ш Те гомуз 1 << т=л(2т2), 1<# <т* = п(\У4т2), пофе а 

1. 1 Ше шабх Ми, 2п2 (1), хе 4епофе {Ве пилаЪег оЁ ипсгоззе@ со[алз Бу АТ, апЯ 
{Те питфег о# сгоззе оп со[аллапз ме аепове Бу Кл. У№е еф 


ИН - 


1 = 2п? — (2?) + л(п?) + 21082 п] + | 1) 5(2п) =1 } 


0, 2 (2п) > 1 


2. 1 №е шаблх М, 212 (21? + 1), Фе пашфег оЁ ипсговзе со[атплиз 13 Аепофе4 Бу 
Ко, апа {Ве пишЪег оф сгоззе4 оф со[атаиз 15 4епофе4 Ъу 2. 


№ — л((2п)?) — (п?) + ры | . - __ = р 


ар 2—1 
0, #1 к(2т) > 1 | 


Сотрагте: Ве со[алпиз о тафтсез Бу сгоззе оп ап апсгоззе сопитлз, ме обаш Те 





2 = 20? — л(2п2) + 205 2т] + | 


СогоПахгу. Бесалзе 


с»(ть, 212, 212 + 1) = | 


о 


с (ть, 212,22 + 1) = 2[055 п] + | 1, 4 и(2п) =1 } 


0, 57 (2%) 1 


Срарфег 28 


эапаге гез1Апа| тафт1сез 


Веса аб а шафих М, „2 (Л) 15 саПе4 запахе # Бе пилоЪег оЁ 165 сои 15 еда] $0 {Ве 
регЁесф запаге оЁ а пабага| пишег. 


Треогет 28.1 ТАе юЦочята тааНотз во: 


О [нь 9] | 0, а } 








2 1, аРи(п) > 
О Би Ей 


Ргооё. Сопзег Ве ех{епае шафих М, „2 (1), \БасЬ сап Бе гергезещеа аз $Ве зи о# 
$\о зе тафт1сез 


Мата — Ми, ^(1) + Ми, (п НЕ: 
уВеге Л = (п(п — 1)), т=л(п(® -— 1)), ть = л(Мл?) = л(ю). 


Геф’з стозз опё а] &Позе соГаиз ш фезе шафл1сез, еась оЁ \мЪсЬ Баз аб |еа$% мо 
рего геталшегз ш &Ве гомз 1 <#< т = л(Л) ава 1 << т” =л(п). Сопя4енае {Ъа% 
{Ве шабсез М»,л(Т) ава М», ,л(п -+ Т) Вауе сотатаоп сопиииз {Баф соггезройа фо Ве 
питрегз и + 1,0 +2,...,п(п — 1), мЫсЬ сап Ъе 1епоте4, пофе &Ваф 

1. 1 Ме шаблх М», в(Т), &Бе пашЪег оЁ апсгоззеа сопииз 18 КТ = л(п) + [0521], 
ап4 Ве пашЪег оф сгоззе оф соалои$ 15 А1 = п — #1. 

2. п {Ве шайлх Мн, п(А + 1), е шишЪег оЁ ипсгоззе сопитиз 


м > ее | 0, афы(п) =1 } 








2 1 а и(п) >1 
от 
в п(п) — и(п) О и) =1 
ы> 
4 Тр ари(п) >1 
Весалмзе, реграрз, атпопе {Ве пашЪегз л+ 1, ^-+2,...,п2 &Веге 13 опе пилаег ПКе 2°, Л < 


2° < п?. ТьегеЮге, офег совлииз сотгезропаше $0 еуей пилаБегз аге сгоззе ойё. Аво 
эт щебБтгомеЪ аге а] о44 соГатоиз $Ваф Бахе аф 1еаз$ опе поп-7его гетала4ег 11 Бе го\з. 
1<:< т = л(Л) ааа 1 <1< пт" =л(п). Ава 18 шеапз &Баф {Бозе сопилиз оЁ $18 
шабтх аб аге оЁ {Ве югт р аге а1з0 сгоззе4 отф, \Пеге 2 < р; < п, Л< р < п). 


Машьег оЁ сгоззе оаф соли 


ва вы Е а то 
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ОГ 





ау 


Сопз1Аегште Таф 


с» (ть, т? т? + 1) = | +1, 


ап сотратте тафт1сез м1 сгоззе оп ап пистгоззе4 со[атпиз, ме оБфали ТВеотет 28.1. 


СогоПагу 28.1 Атопд Ше 2п, сопзесийе зтдедетз Факеп, гот Фе соЦесйот о} питфетз 


®- 1, п?] ете 18 а [ая пы — и(п) от Е — и(п) рите питфетз. 


РгооЁ оё {Ъе согоПагу ЮПо\мз ытмаПу Ёйош Фе {Ъеогет Ш ме сопэ@ег &Ъе шайтсез 
Мт..2т(1) ава М»..20(Л), \Веге п < Л < п2, \ИЫ 1Тозе сопипиз за КебтоцеВ шт 
еасБ оЁ \№сВ %Ъеге аге аф |еаз% {мо хего гезАиез ш {Ве гомз 1 <1<т < п(”>) апа 
1 < <т' <л(п), ава тшафсЬ Вет у16Ъ сгоззе4 ой ап иисгоззе4 со[атолз. 


СогоПагу 28.2 ТАе юЦоиту таайотз по 


6) 162) — пои 0 > [ТЕ 


2 


в) л(п? +2п) — п(п2) > ее —1. 


4 
РгооЕ. 
а ) СопмАег &Ве ехфепае@ тшабсез М», п(1) ап@ М». (п? + 1), мВеге т = 
п(п?), т» = л(п). Гегз сгозз опё аЙ Тозе сопиииз оЁ Тезе тайсез, сасВ оЁ с 


Ваз опе его гетат4ег ш Ве Нпез 1 <#< т < л(п2) ааа 1 < < ии < л(п). 

1) ш Ме шабах М», п (1), Ве пашЪег оЁ ипсгоззе соГалоиз 18 АТ = [085 п] + 1, ава 
{Ве пишоЪег оЁ сгоззе омф А1 = п - [055 п] — 1. 

2) 1 Фе шах Ми, „(п? 1), Ъе плипЪег оЁ писгоззе со|аллалз 18 айпи 1Ые Аз = т, 
апа {№е сгоззеа оп К > п-—х. биррозе {Ваф атопе Ве пишЪегз п? —п--1, п? —п-2,..., 02 
{Беге шау Бе опе паштфег оё Бе юг 2°. 

Сотрагте {Ве тафтсез Бу сгоззе оф ап писгоззе соГалатз, ме её а, согоПахгу, ог, 
шоге ргеслзе]у, Цет а). 

ь [085 п] — 1 Тари(п) >1 
тб) — паи > |}, 


Ъесамзе и(п2) = 1 ошу Юг п? = 25. 

Ь) Сопзег 1е ехепае4 таф1сез М». 2®(1) ап Ми, 2 (п? +1), \Веге т = п((2%— 
1)2), т» = л(2п). \№ сгозз оф аП Тозе со[атоиз оЁ {Безе тпафтсез, сасВ оЁ \Б1сВ сопбатз 
аф 1еаз$ $\о хего геталиаегз ш ф$Ъе гомз 1 <1< т < п(п?) ата 1 < # <м* < л(2п). 
Сасша$ ше Ве пашЪег о сгоззе4 ойё ап4 ипстоззе со[атппз 11 фТезе тайллсез, ме её 


познает} 
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Треогет 28.2 ТАе таайот 





}т>5. 


Ргоо#. Сопу4ег {Ве ех{еп4еА шаййх М, „2 (1), \мВеге п > 5, т = п("), т” = л(п), 


т»„ = т-+ т”. Уе гергезет® № ш &е Югт 


2 
7% 
Ми, 2 (1) = Ми. (1) + Мт,.,х(А- 1), А= т 


Ме сгозз ошё аП {Бозе со[аллатз оЁ Безе тпаф1сез, еасВ оЁ мс Каз аф [еаз6 $\о хего 
теташ ег ш фе гомз 1 <1< т аа 1 < {< т. 
1. п Фе штабах М»,,л(Т), Ве пашЪег оЁ апсгоззе4 соГатаиз 18 Ат = л(Л)+2[055 п] 1, 
ап4 {Ъе патЪег оЁ сгоззе4 ош сопиопз фБеге аге соалаиз А1 = А — л(Л) — [055т. 
Весамзе Фе пишьег 1 1$ поф сгоззе от, апа %Ъе пилафег 2 1; Бо ришпе ап4 оЁ {Ве 


ог 23. 

2. ш фе шабих М»,,л(Л + 1), ме 4епобе Ве пашЪег оЁ ипсгоззе со[лииз Бу А5 = 
п(п?) — (Л) + 1, Бесамзе атопе {Ве патБегз Л+1,Л-2,..., п? Теге 15 ошу опе пилаБег 
ЦКе 25. 


Апа Ве патЪег о# сгоззе оф сопли т Ве тах Ми, (+1) 18 №2 > А-л(п2)- 
п(л) - [в — 1. 


Весалзе 


Е, ааа | а. } | 


0, #}и(2п) > 1 


Аттапоше Бе со[атапз оЁтпайт1сез зо $Ваф оп опе э14е Ъете аге ипсгоззеа соГатлиз, апа 
$Ъеп стоззе оф, ап4 сотратте $Ъе тафлсез ул засЬ Ве аттапеетет оЁ $Ве сопилиз, 


че -{ 128} 


уе сеф 





ОГ 





от [В - { убнза 


Эшсее А = п 'ТЬ1$ 13 Ще зфабетенв оЁ 'ТБеогеш 28.2. 
'Треогет 28.3 РипсНоп с»„(т»,2т, А) ийете 
т =т-+ и, т=т(п), т* = п(У2п-Ъ, (^, 2%) = и(2п), п < л<2т?, 


15 дейпе4 бу фе юттища 


сбор, Х) > пля ИИС 


Ргооё. Сопз1аег Ве ехфепае шабсез М», 2 (1) ав Ми, 2. (А), за1зЁуще фВе сопа опз 
о# {Пе $Ъеогет. №е’з стозз ойф аП $Позе со[аллаптз оЁ Безе тафт1сез, еасВ оЁ мшсП Баз аб 
]еаз% $\о 2его гетапегз ш &Ъе гомз 1 <1< т ава 1 < <м*. 
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1. ш Ме шабх М»,.2.(Т), Ве пашег оф сгоззе4 оф со[аллиз 18 Ал = 2 — л(2%). 

2. ш Ве шаблх М»,.2»(Л), фе пашЪЬег оЁ сгоззе ош соя 18 К2 = 2% — п(А-+ 
21) — п(Л). 

Эшсе езе шайлсез Вахе $Ве зае патарег оЁ сойлилз, Би ш Ве шабмх Ми, 2(Л) 
{Ве пишЪег оЁ сгоззе оп со[атапз 13 1 тпоге &Вап &Ъе пишьЬег о сгоззе4 ом соплттз Ш 
{Ве шабах М», 2 (1), Бесамзе Фе сопилиз соттезроп4е $0 Ъе пилаЪегз 1 ап4 2 аге поф 
сгоззе оп. Ваё ш $Ъе штабах Ми, 2. (Л), ошу &Возе сопипиз {Баф согтезрова $0 ргиие 
питегз аге поф сгоззе ол. 'ТБегеге, о1луеп $Таф {Безе тафт1сез Бауе $Ъе заше пяшег 
оЁ соли з апа {Ъаф 


Мт..2(Л) — Мт.,2т(1Т) = с» (ть, 2т, Л), 
2е 


А 


мо) - М ть эт (1) == (т 2п, А) > п(2т) — п(п) ИВ | 1, 8] и(2п) = } , 


0, А и(2п)) > 1 
ТБеогешт 28.3 13 ргоуе4. 


СогоПагу 28.3 Тйе с„(т», 2т, А) итсИот, звошз поф оту те афетепсе о} 2ето тезз4иа4 
А 


т, стоззе4 ош тай софиттз 1т, Фе отт Мт. 2”(Л) — Мт. 2% (1), Би аёз0 те @ретепсе 


о} поплето теталтаетз 1т Фе зате соиттв. 


РгооЁ. Эшсе Фе Югима ЁГи(п,) + и(п;) = п(п) 4епез $Ве зи оЁ Ъе пашаегз о хего 
ай поптего тетали4етз оЁ Ве 7 № со[ашти оЁ апу тафлх зайзуше Ве сопа1олз оЁ бе 
Теогет, $Веп &Ъе ргооё оЁ $Ъе согоПагу ЮПо\жз фгглаПу Ёош 'ТБеотет 28.3. 


Срарфег 29 


эесоп4агу ап теап гез14иа| тафт1сез. Зуштейтс 
пафт1сез 


ТБеогет 29.1 А тезди тайлт ил а теап соитт, сот.5198 ор а сет питбет о} 
зесоп4ату ат теат тафтсез. 


Ргооё. Сопз4ег &Ве шабмх Ми,2м+1(1). [ Баз а пе сопипи Ъесамзе {3 олфегилоз 
со[атпиз соггезропа $0 ода патЪетз. [её п = [М2М№М + 1 ава т = (п). \ гергезет {Ве 
шабих Мтом-ча(Т) ш Ве Юга 


Мт,2м-+1(1) — Мт, кп (1) + Мп (п + 1) и Мтит(2М№ +1 кп), 


уфеге 1 < А < 2. 

АП шафл1сез оЁ фе Юг Ми,кп(Т) ап4 1осаде4 оп Ве е4зез оЁ {Ве шафих Ми,2м-1(1), 
зисВ аз Мт»(1) ава Мти(2М№ + 1 — п), ог Мт,2.(Т) ава Мт2.(2М№М + 1- 2%) аге 
з14е тлайлсез оЁ ®Ве шабах Мт,2м-1(Т), ап аЙ шаблсез оЁ &Ве Юга Ми (п + 1) ава 
Мть(2М№ +1 — 2п), ог Мт2п(2п + 1) ава Мт,2.(2М - 1 -— 3п) аге шеай табл1сез оЁ фе 
шабх Ми2м+1(1). ТЬе феогетш 15 ргоуеа. 


СогоПагу 29.1 ТАе зесоп4аагу ат теат тачсез Уий ате а еди @юалтсез гот Ве 
пи4е соитт ор Фе тайнах Мт,2м-1(Т) ате саЦеа зуттейчс теяди тайчсез ата пале 
йе зате питфет соиттв. 


Ргооф оЁ Ве согоПагу ЮПо\з итмаПу Вот Бе ргооё оЁ ФВе Веогет. 


Мобе. 54е шафт1сез сай зотебииез Бе саПе4 э14е тафл1сез Бесамзе ФЪеу ате 1осаёе4 оп 
$Ъе з14ез оЁ ФЪе шаш шабих. 


Треогешт 29.2 Апу здиате тай ваз а сегюит, питфег о} теат, апа за4ае (за4е)} теталт- 
ет тафтсез. 


Ргоо. Веса| {Таф {Ве пишЪег оЁ сопиии$ ш а заааге тафах 13 едаа] фо Ще регесф запате 
оЁ а пабига] палиЪег. Е\г$$, ме ргоуе Ве Ъеотет юг Ве ша заааге тафлх, 1.е. Юг Фе 
шах М2 (Т), \Беге т = л(п), 21 п. Ц в Феаг %Ваф &Ве шафйх М», „2(1Т) сап Ъе 
тергезеще4 аз 


Мил? (1) == Аве + Мп (КП и 1) я Ми и(т — Ап + 1), 1 < К < [> ы 


Трегете, Ве тай1сез М» ки(1) ап@ Мткп(п? — Кп + 1) ате эае (зе) тайлсез УИВ 
гезрес& $0 {Ве ие со[алоп оЁ Ве шайх Ми и? (1), Юг т = п(п), 21т. Ава Ве шай1сев 
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{Та% ате Бебмееп ф$Ъе з14е шафт1сез ап4 Вахе %Ве залие ле аге саЙе4 пла е тафлсез. Гог 
ехатре, тай1сез Мтп(п + 1) айа Мти(п? = ®- 1). 

А эиоЙаг (Ъеотгет сап Ъе ргоуе4 юг {Ве шафих М», „2 (Л), \Веге т, = л(п), гевагезз 
ОР Пе рагКу оЁЛ > 2. Весамзе &Ве олфегипоз® со[апиз оЁ а здааге тафих соггезропа фо 
питьЬетз оЁ $Ъе зате рагу. 


'Треогешт 29.3 Трете 13 а [еа3ё оте ралг о} Филт, ртутез от 1е питетса зедтетя [(р — 
12, 0+1}. 
Ргоо#. Сопз@ег Фе ехеп4е тасез Ми, (р—1)2(1) ава Ми, (р-1)2(р + 1), \Веге т = 
п((р- 1)?), т = л(р), ть = т+ п. [е63 сгозз ой аП озе соатииз п Везе тпафтсез, 
еасЬ оЁ мер Баз а ]еазё &\мо хего гешалиаег$ ш $1е гомз 1 <1< т аа 1 < ф < м». 
Апа а1зо {Возе соалатз $Ваф соггезрова $0 ргшиез рь, \Веге р < рь < (р- 1)?. Рауше 
абфешноп фо тайтлсез м стоззе о со[атпиз, побе &паф 

1. 1 Фе шабх М, (р-12(1), Ве пашЪег оЁ ипсговзе4 соГатаиз 18 АТ = л(р) + 1, 
ава Те питБег о{ сгоззе4 оп соГатаиз 11а 15 шах 18 К, = (р- 1)? — п(р) — 1. Этсе 
Те сопиии соттезроп@ те фо Ве пашЪег 1 1$ поф сгоззе оф. 

2. п $Ве шах М, (р-1)2(р + 1), Ве пишЪег о# ипсгоззе сопитиз 18 #5 = л((р— 
1)2) — п(р) + х. \УЪеге х 15 Ве шашфег о! Возе ргипез ри, \теге (р 1)? < ру < (р+1). 
Апа Ве питЪег 0+ сгоззе опф соТллатз ш $15 шафбиых 18 


Ко = (р+1)? — № = (р+1)? -п((- 1") + п(р) -х-1. 


Весалзе $Ъе опбегиао$$ сопииз оЁ 4015 пафлх аге сгоззе отб. 





Атгапелте $Ве со[атпиз оЁ тафтсез зо $Ваф стоззе оф сопиииз ате юсафе4 оп опе з14е, 
апа Ъеп чпсгоззе опез, ап сотарагше Бе шайт1сез м засЬ атгапсетлеп® оё со[атли$, 
ме сеё х = (р) — 1. Офегуиве, ме мШ поб Бе аЫе $0 аззег {Ваф 0„, = []., т = п(р?) 
=. 

Эшсе х зВо\з $Ве пашЬег оЁ ргииез Нке ру, (ПегеЮге, сасБ оЁ $Везе ргипез \Веп 
Аглаеа Бу 2; 3; 4; 5 мШ в1уе гетала4етз еда] $0 Ве питЪетз 2; 3; 4; 5 АШегеи% орйопз, 
Тегеоге, апопе Вет фЪеге \Ш Ъе аф 1еа3$ опе рат оЁ зас ртииез &Ваф \мШ элуе бе 


тетали4егз 2; 4, ог 3; 5, мыеь Ш Бе зпаре $\1щз. 
СогоПагу 29.2 ТАе юЦоилтд т@айоп, ро 48 
ло = 
ийете 1е ртсйот }*(х) зпоиз Фе питдег о} ралтз о] Фит ртатез от 1е зедтети [1,1]. 
Ргооф оЁ Ве согоПагу ЮПо\уз Йот Пе ргооЁ оЁ {Ъе $Пеогет. Сопз14ег Ве шафих 
Ми. (4п) (1) = М. (2п)2 (1) + Ми, (2)? (2)? + 1) = 
= Ми, 4в(1) + Ми, дю(4т + 1) +. + Ми, 4 (2%)? — 4% 1), 


\Пеге т = л((2%)?), т” = л(2п). 
№ у’, атолле аз 1 %Бе &Беотета, ме оба а согоПату. 


Тьеогеа 29.4 Ги еасй о} Ше тайчсез М, 2(Л), ийете 


(Л, 2т) = и(2п), 2п << (2т)?, п, =т+т, т=л(2п), пт = п(У 21? +1), 


ав 


сопфайтз аф [еа5% [1 ее | 0, 2 и(2%) > 1 


} соитлтз, еасй, соттезропта ю а рите 


питдет. 
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Ргооё. Сопз14ег Ве ех{еп4е шайлсез Ми, 2. (1) ава М. .2.(Л), мЪете 
(Л, 21) = и(2п), 2п < Л< (2), т, =т-+т*, т = п(2п), т =л(М 2"? +1). 


Ге’з сгозз оф аП Бозе соГатоиз 11 Безе тайт1сез, еасЬ оЁ мс Баз аф |еаз$ $\о 2его 
теталю ег ш &Ъе гомз 1 <1< т ава 1 <ф < м». 
1. ш Фе шаблх М», 2. (Т), Ве пашЪег оЁ сгоззе оф сопития 15 К1 = 2% — л(2%). 
2. 1 {Ве шабах Ми, 2. (Л), Ве платЪег оЁ сгоззе4 оц соГаталз 13 Ко = 2и—п(Л+2п)-+ (Л). 
Ассог@ те фо ТБеотешт 28.3 ме Баме 


пы [9389] 





Тегеге, %Ъе ге]а1оп №0148 


М. (0) — Мк) > ето зн, = | "ОИ и | 





От 





А р ыы | . - а. м . р 


> 
кое фуз [58] [тии 1 |. 


'ТБеогешт 29.4 13 ргоуе4. 


СогоПагу 29.3 ТАе юПоилту таайотз по 


а) п((2п)?) > 2и(2п?) + Повь п] — | 1 } 


0, А и(2т) >1 


6) (21?) > 2т(2п?) + ры -1 _ _ __ — х 


Ргоо{. СопзЧег {Ве шайсез №, 2и2(211) ава №, 22 (2|2), \феге т» = т-+ п, т = 
п(2п), т” =т(\2п?). 

Гефр’з сговз о аП &Позе сопли ш Безе тафт1сез, еасЬ оЁ В Ваз аф 1еаз6 $\о тего 
тета 4егз ш Те го\з 1 <1< л(п2) ава1 < < их. 

1. ш фе шабх №, 22 (21 1), Ве пилаЪег оЁ ипсгоззе4 со[атаиз 18 


Ри } 


№ =т((2п)?) = 2" (2?) + [юв» п] — | 0, 1 и(2п) >1 


апа Фе пашЪег оЁ сгоззе4 ой сопипиз 13 К! = 202 — КТ. 
2. ш {Ве шах №, 22 (2|2), Ве пашЪег оЁ ипсгоззе4 соиталв 15 


а 


5 > 21 (212) + [юв2пт] — | 0, А (2т) >1 


ай бЪе пашЪег оЁ сгоззе оф сопилиз ш $018 шабих 1$ 


взкан 4- _[1и 
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Атгапеште $Ве сопиииз оЁ тафтсез зо Ваф оп опе з14е {Тете аге ипсгоззе4 сопитиз, ай 
{Теп стоззе оф, ай сотратте &Ъе тафлсез у засЬ Ве аттапеетет оЁ Ще со[илиз, 
ап фаКше шо ассомиф Ве бласНопв с(т», 2п2, 2п2 + 1) ш Фет, же оБата {Ве эбафетен® 
СогоПахгу 29.3. 


Мофе. ТБе залле апз\уегз \меге обашей Ъу сопз1Чегие: $Ъе шайтх 
М», „(2т)2 (1) = Мю. 22 (1) + Ман (2п? + 1), 
\ете т» = т + т*, т = л(22), т” = л(2п). 


СогоПагу 29.4 Рог К > 2, Ше рюПоилту таайот, во@8: 


И = 
бое) > (то т РТ, 


Ргооё. Сопзег фе ехфепае4 тах М», „к (1). № сап Бе гергезеще4 аз 
Мик (1) = Мт,х(2 1 1) + №». ,^(212), 


уТеге Л = [= ‚ т = л(), т* = л(М ий). 

Геё’з сгозз оф аП Бозе соГатлиз 11 Безе тафтсез, еасБ оЁ м асЬ Баз аф 1еаз$ $\о 2его 
геташегз ш Ве гомуз 1 <# < т = л(Л) ава 1 < < т* =л(Мий). 

1. 1 Ше шабих №, 2и2 (21 1), Ве пишаБег оЁ мисгоззе4 со!атоиз 18 Ат = п(2Л), ап@ 
{Ве пишоЪег оЁ сгоззе оф со[атаиз 18 А1 = 2А — л(2^Л). 

2. ш 4Ве шафах №», л(2|2), %Ве плшег оЁ ипсгоззе со!алалз 18 Кё = 2м(Л) + 
2[1052 М | — 2, апа Ъе пизаег о# сгоззе4 оп соалииз 11 15 шафнх 18 Ао = 2 — А. 

Весалзе Вей сгоззе оп еуеп сопитлз оЁ Ве табх Ми, ик (1), Фе сопитиз сотте- 
зроп4 ше фо Те пишЬетз 2 апа 2° аге поф сгоззе оф. Непсе 


№2 (212) — Ма (211) = в, (ть, А+. 
\М\!е деф 


В ери) =Е1 
К к К ) 
> 1 21 — : 
тб) > (обод дот | т } 
Оп Ще обТег Вата, Ш ме сгоззе оф аЙ Тозе со[алпиз, еасВ оЁ \мВасй моча Вахе аф ]еаз6 
{\о его тез ма]; ш Ве го\з 1 < {< тапа 1 < # < т*, Фев ме мощ хеб $Ве збабетен® 


СогоПахгу 29.4. 


СогоПагу 29.5 [2 < < п, ШМеп Че ЮПоилтд таайотз Во: 


отв) > ооо | рут}. 


ал И) ЕТ 
к > 2 — й 1 
Бл(т’) > (п(п) + 0+ л(п) | оли } 
РгооЁ. Сопз ег {Ве ехеп4е4 табсез №, (211) ава №. .л(2|2), мБеге А = [= и 


т + т”, т = л(Л), т = л(Уп^). 
а) Сгозз омф а] Бозе солтапз ш Везе тайл1сез, сасЬ оЁ \”мсЬ Баз аф 1еаз6 $0 его 
теташ4егз ш &Ве гомз 1 < {< т = л(Л) ааа 1 < # < т* =л(Упй). 


514е ап4 ахегасе гез1Апа] та1сез. Зупиаей1с шабсез 147 





1. 2 фе шабах №, (211), 4Ве пиЪег оЁ иисгоззе4 соалилз 15 Ат = л(2Л), ава 
{Бе пишаБег оЁ сгоззе4 ош соГатииз 18 1 = 2А — л(2^). Весалзе $Ъе соло соттезроп 
фо {Ве пишБег 1 15 а150 поф сгоззе4 оцф. 

2. ш Ве шафах №, (212), Ве плшБег оЁ ипсговзеА соалалз 18 КЗ = л(2^) + 
2085 К] — 2, апа Ве патрег оё сгоззе4 ой соааиз 1 $18 пабах 13 К = 2 - Кд. 

Весамзе Те сопитиз соттезропАте $0 Ве пишЪегз 2 ап4 2°, Пете Л < 2° < 2А, аге 
10% сгоззе оф. Весаязе 


№2 (212) — Ме: (211) = с, (ть, ^, +1), 


{Бер ме оба Кеш а ) оЁ СогоПату 29.5. 
Ь) [ме сгоззе опё а {Ъозе со[алииз оЁ {Тезе глафтсез 11 еасЬ оЁ \мсЬ фБеге аге аф 
1еаз$ &\о 2его теташаегз ш &е то\мз 1 <&< т = л(Л) ааа 1 < < т", уоп мощ эе$. 


1. Тре патаБег оЁ ипсгоззе4 сопипиз Ат = л(2^), ава &Бе патаЪег оЁ сгоззе4 оф 
соГатпиз Ал = 2А — п(2^). 
2. ш Ве шафах №, (212), $Ве пллаЬег оЁ ипсговзе@ соалилз 18 КЗ = л(2^) + 


2082 К] — 2, ава Фе пашЪег оЁ сгоззе4 ойё сопилиз 11 $18 шайбмх 18 Аг > 2^- № - 
ит) =1 
| 0, 2 и(п) > 1 } 
Етот 1$ ме пише афеу оБбаш Кеш Ъ ) оЁ СотоПату 29.5. 


СогоПагу 29.6 [2 < А < п, ШМеп Ше юПоилтд таайотз во: 


а) т(2^) > (п(2*—1) +1)? + 208» 2 - и | 





к К—1 2 к—2 1, ЗЛи(п) =1 
Ь) п(2°) > (п(2°`) +1) + (2 а 

Ргоо{. Сопзаег {Ве ехфепае та1сез №, ок (211) апа №, 2к(2|2), Веге т» = т + 
т^, ть = п(2^-1), т* = л(М 2%). 

ЭбтИше об аП $Тозе со[ллитз ш Безе тафтсез, еасВ оЁ маеЬ Ваз аф 1еазф $\0 тего 
тезАла] 

а) ш Те [пез 1 <# < т ава 1 <# < и"; 

Ь) ш Ве пез 1 << т ава 1 < # < пи; 
ап аггаше ш %Ще зале мау аз ш &Ъе ргооЁ оЁ СотоПату 3, ме оБбала Ще зб6абетепф оЁ 
СогоПахгу 29.6. 


Мое. П Ме геташаег тафт1сез зВо\ 6Баф Ве пафига] его (0„,) фаКез 6Ъе уа1аез 0„ = 
Пе. рь т = л(п), Фев &Ве ежепде4 тезАма] пзаёт1сез зБо\и Ва 


т, т 
0% = [2+ | [ ре, 
=1 а=1 


у реге т = л(п), т” = л(\/п). 

'ТрегеЮтге, фе патЪег ИЕВО (0), ше, аз ме аззите, 13 а шире оЁ аП пщферегз, 
еа4з $0 ипсегфалайез оп Бе пиштЪег ах1з. ТБе тетали4ег шафисез Пи Ве Ат\зог атеа, 
о# пе ХЕВО пашЪег Юг заааге тафтсез. ТЬе 4оцЫе зеуе шебпо4 звоме4 1$ сопяталт® 
ог Ще 1еЁ ап4 т121% теетепсе ро15. 
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Срарфег 30 


№шиштенс Ах! СошЬБтафог1с$ 


АррИсайоп оЁ Ве \меП-Кпо\уп сотЫпафога] Кота, С® = С9-В Юг а = п, 6 = л(п) 1еа4з 
фо {Фе г@айоп В = ЯВА ог ст — От 'ТЬз галзез а пишБег оЁ пфегезйия 
чаезНопз ш Фе сазе мБеп ме \’ашф фо арр!у # фо 4ебегимше Бе пашфег оЁ рише апа 
сотрозЦе пяшЪегз оп $Ве пишенса] зеотетёз [1,27] апа [1,72], \Вете п, 15 ап и\феоет... 
'ТБе $Ъеотетаз $Ваф жеге ргоуе4 ш Пе ргеу1оиз зесйопз сопйти $613. ЭбтЦкебИточеВ со[атпиз 


оЁ {Ве ехбеп4е шах Ми, „2 (1), \Веге т» =т-+ пи”, т = п("), т, 


шсафез &Пе сопзедаепсез оЁ фе Юга, с = СТ. ЗищеточеВ ш Ве шабих 


* =л(п), асбааПу 


Мн. "2 (1) а| %Ъозе соалалз оЁ $15 тафх, еасЬ оЁ ус Баз аф 1еазё {0 2его тезАпа/з, 
уе, ш Рас, з@есё аП $Тозе со[атлиз оЁ $15 шафих Таф соггезропа $0 сошрозве питЪетз. 
Эшсе еасб сопиий оЁ {Ве штабах М», „2(Т) сощайтз л(п) хего ап4 попяего тез Аа], 
{БегеЮге и” = (п) Бесошез ап ехрап@ ше асбог Бесамзе рту, Ъеп ра[п; ава рёп?, 
эете 





а 


(“) = С, —"(") апа Ве дочЫе эеуе шеёНо4 аге 


Аз а гези\, ме веб &Ваё {Ве Ююгища Сп 
еддиуа]етф оп {Бе патЪег ах1з ап аге Ве геазоп Юг фе Югшайоп оЁ зе (з14е) ава 
ие тафтсез ш Ве тафтсез оЁ гезачез. 

Оп Фе обТег Бала, Ве даезйоп ал1зез: сай Пе ргосезз оЁ засЬ а питфег Югтаюоп 
Бе ехбепаеа фо %1е певайуе зесНоп оЁ $Ъе пишЪег ах1з? ш4ее4, сопз4егте Ве шафт1сез 
М.,2(Т) ава Ми, п (1), же зба4ду ошу роз!уе пишаЪегв! 

Г 15 побё АН со $0 зее $Таф &Ъе пабига] хего Оп, гезбисйие Фе патегса ах1з, багиз 
$ шо а заш 0 зертетз Бауше %Ве зате Чпиепзютз ш Ве Юг оЁ тайлсез. МаЪег 
югта1ой оп \мР1сЬ оссигз а11086 ассог те $0 Пе заше 1амуз Ффаф Фсбафе табтетайса] 
ас101$. 

Тре Феогу оЁ тез а] шайлсез (шафлх шабБетайсз) сопушсез из ФФа& еге аге по 
Чппепз10езз патфетз оп фе пашЪег ах1з, еасВ оЁ Вет зВо\мз а сегбаш пилифег оЁ и 
зеслтетёз Вамше а сегфали еп2%В. 

'ТБегеЮге, поф ошу а сошрозце пишЪег, Бав аз0 а ргипе пифег 1$ &1е зат оЁ и 
зерлпеп$; ап сай Бе гергезее4 аз а, рго4исв оЁ $\о питегз. ОЁ соптзе, а ргиие паиЪег 
сапиоф Бе гергезеще4 аз а ргоЧисв оЁ аф |еа5% $\0 ргипез, зо а риште пашЪег 15 а шаре оЁ 
ошу опе, ап 4 Ве Ёасф (Ъаф а ргиое пишЪег 13 сопз!4еге4 а шаре оЁ {зе 1$ а сопуепоп. 

Эшсе ош Ъе Ёасё {аф р;|р’ Ц ЮПомз &Ваё р;|рь. ТаКше р’ аз а цой, р; Бесошез 
рэ, Бесаазе маи Вот %Ве рош р; мИВ Те зер 1епё%Ъ р, ме со ФгоцвЬ К з6ерз %ер 
оп {Ве рошё р;. Моушё ш {\е оррозце Атесйоп Ёош %Ъе рой р? мВ {Ве заше %ер 
еп? Ъ, авег А з6ерз ме \Ш а1з0 з6ер оп Ве рошё р;. ТБегете, Те сопсерф о а пашЪег 
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оп а патшегса] ах1з аерепаз поф оШу оп Фе рошё оЁ омет, Баб а1з0 оп Ве Атесяоп оЁ 
са самой оЁ и зеетиетфз. ТЫз ЮПо\мз Вот Бе тат ахош о{ опг табтетай1сз фаф 
{Те пашег 0 1$ а шире оЁ аП шферегз. ТБеге те, \уе аге зигризеа реп \ме шееф 
фе Югищаз 0! = 1 ог С9 = 1. 

Майлх шабВета сз $т1ез фо зтоофН опё Те сопуешйопз Ваф ех136 ш ех1з ше таёВ- 
етаф1сз апа асез Басе АИ сиШез стеабе4 Бу Ёапз оЁ фтаЧ1опа] шабВета сз, Юг \Бош 
беге 13 по АШегепсе Бебмееп еп ап зитасе агеа, ог уолте. ТЬеу меге ютсеа фо 
ато &Пе ех1зепсе оЁ итафопа] ап ппасшагу питаБегз, уИромф Чехи» фо фе фгае 
еззепсе оЁ $Ъезе патЬетв. ТЪ1 15 езресаПЛу шаи!ез$еа \пеп зо]уше едааюопз оЁапу 4е- 
отее, Бесамзе № 15 парозз!Ы]е фо геаПу ипаегз$аюа Ве шесваз1сз оЁ зо]уше ап едиа юн, 
ап4 Бо\’ Бе едаамоп Ч 1етз Еготп едаа фу ап4 гот 1Аепу. 

1 ааа! оп $0 Те афоуе, сопег {Ве еда юопз а)2х — 30 = 0 ава 6)25 — 239 = 0. 
М аззише {1аф едламоп а ) Ваз опе зоайоп х = 15, ап4 едаайоп Ъ ) Ваз 30 зоайопз. 
Апа К 13 поб с1еат Бу Ва стцета, Ве паштЪег оЁ {Безе 4есля1юои$ 13 Чебегиитеч. 

1 шабх шабфетай1сз, Безе едааойз аге сопз1Аеге аз соПесНопз о{ патфетз 


ат, 9.90 Пи. 


Апа уоп пее4 $0 Впа Ъе патЪег оЁ з$ерз оЁ а сегбат 1еп2, зо $Ваф збат ше $Ве тоуетет® 
Бош рошё (пяшЪег) 1 &ВтоцеВ а сета пллаЪег оЁ эверз $0 $ер оп рошё а ) 30, Ъ ) 239. 

[1 сазе а ) Безе ате ргипе ог аЦ Ч1\1зогз оЁ 30, ш сазе Ъ ) и(305). 

ТЫ арргоасВ 1еа4$ из фо Ще Ёасф {Таф апу едаа оп оЁапу 4естее Баз а, сег6алп питаег 
оЁ пцерег зопопз, \мрасй, изше АШегеняаЯюоп, сай Бе гефисе $0 зоуше а дпа@гайс, 
Балаагайс, ог саЫс едааЯоп. 'ТЪ1з ргоуез $Ваф Ве пиег 0 саппов Ъе а шире оЁ аП 
шбесегз. Весамзе 1% соез ава: $Ве Чей оп оЁ а питЪег ахиз. 

Такт &Бе сопсерф оЁ пафига] хего 


т, т 
4=1. 9=1 


у\Теге т = л(п), т” = п(\/п), ме Шай фе пишаЪег оЁ ибесегз ш &Ве зертепв [^, А+ п]. 
\\№е тергезеиф {Веш ш &Ве шайлх Ми, 2» (Л), мВеге 

ий 
(Л, п) = и(п), т» = тт”, т = м5), т” = т(п), 


ай4 ме зба4у еасЬ со[лили о} $18 тафлх, Бо аюпе $Ъе пашЪег ах1$ ап4 уегасаПу. ТЪеге- 
Коте, апу содити оЁ а заааге тах зпо\из а теа] пашЪег, ап Из ие сопли Бесотез 
{Ве шаш рошё (сопипа) оЁ теЕегепсе юг сасша ше Ве геташите соГатат$ (патаБегз) ш 
$15 шабих. 

ТЫз арргоасЬ фо Бе пишЪег ах!з |еа4$ из фо %Ще Ёасё $№аф пашЪег Югтайоп 4оез 
10$ Аерепа оп $Ъе рагё оЁ $№е тах фВаф 13 юсабе оп %Ъе певамуе рагф оЁ фе пишЪЬег 
ах1з, Бесашзе поё оШу {Ве шай1х М, „(1) 13 запаге Би а]зо Ве шабих М», „2(—п). 
ТБегеЮге, %Те ]амз оЁ пашЪег Югтайоп оп Вет ргосее ао ассотА те: $0 ФЪе зате 
ЛДалуз. 

Эшсе еасп сопиии оЁ Ве тафих 1$ сВагасветие поф ошу Бу 7его, Бла аЁзо Бу поп-7его 
теташаетз, Ве ога, 


Гт» (пу) т. (13) = 1т. (13) 
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Бесошез $Ве шаш сБагасфетзИс юг {Ве соплип УВ ог та] п;. ОЁ соптве, 16 15 песеззагу 
$0 ассигабеу Чефегиише &1е за т» = т + т”, св же зушЬойсаПу 4епое п, (п,;). 

Вез1Апа] тафт1сез аззег6 $Ваф шатКше а рош оп а упаа Ппе $Ъаё фагиз 413 Попе 
шо а патЬег ах1$, ш Ёасф Чебегиитез Ве веотейтса] р]асез оЁ а] пашЪетз $Ваф аге оп 
{Бе 1еЁй апа г12% з1аез оЁ {Те ро1ш%, мБ1сЬ ме са &Ъе Безшише оЁ $615 пошЪег ах!$, ап 
а] пишБетз оп {1$ ах!з Бесоше едма]. 

ТЫ 1еа4з фо Те Ёасё $Паф питБегз оЁ $Ъе Ююгш 2°, \пеге 1 < 2° < п, 2тъ, ме 
саЙе итайопа] Бесамзе поф ошу ФПеу аге еда Рош Фе пмае сопиии оЁ бе 
шах Мн, и? (1), Биф ао ргшпе пишегз рь, \Беге (п — 1) < рк < п?. Сопуегште Ве 
шах Ми, п2(—т) юг {Ве залие геазоп Ве со[ллилз оЁ Ве пцегуа! [-п, —1], сасЬ оЁ мс 
сотаз ошу опе 7его теташ4ег ш $Те томз 1 < < тапа 1 < # <, ате саЙеа зпаре 
со[атолз, ап4 еп: сотгезропЧ ие патабегз аге саПе ппао1пагу, Бесамзе а&оцеВ %Веу аге 
перафуе, $Пеу аге Ш пцесегз. ш 461$ зепзе, песайуе пишБегз сай Бе саПе гезлАма/ 5, 
Бесалзе $Ве гез1па]з (тез1Амез) аге Чебегииште тощо. 

'ТБаз, (Ве знаре со[атаиз оЁ Ве шайх Ми, из (—т), \ В аге 1 {Ве гапее оЁ пцевегв 
[-п, —1], ава %Ъе соаталз оЁ Ве шах М, „2 (1), \еВ соггезропа {40 папаБегз оЁ {Ве 
юг 2°, уреге 1 < 2° < п, 215, сап Бе саЙеа робепйаПу ргиие пашЪегз, Бесалзе 
Ъеу депегабе пе\ ргипез оп Ве зестиепв оЁ пбесетз [(п — 1)2, п?]. Сйуеп Ве тах у оЁ 
$Ъе сопсерё оЁ а пашЬег оп &№е патенса| ах1з, зоте ргииез Рот %Ве гапее оЁ патЪетз 
[(% — 1)2, 22] сал Бе саЦеа птажопа1, ап зоше ипав1тагу, дерет 1$ оп Ве рошё ай же 
сопз1ег $Ъе эзбагшие рошф Ююг фБеш. 

1 аа41 оп, Юг а пафага] уа]ае оЁ 5 апа у, ме Вахе 








т = 0, 2” = 0 д" = М, 


у\Беге № >» п ап4 изше фе геташаег шафл1сез \ме сай ебегише л(М№), Бесамзе Ве 
шабих Мих” (1), т = л(п), сап а\ауз Бе гергезеще4 аз Ве зи оЁ а сегбала патаЪег оЁ 
гез1аа] тпайт1сез М п(1), \Веге т = п(п). 

Тре ргосеззез оЁ гооф ехётасйоп, 1орагИБлиа ап ЧЁегепйаюн \мШ Бер из ш 413, Е 
уе сопзег Ве пишЪег 1 аз а йшсйоп /(1) = 5", апА п аз а зрес!с патЪег. ТБегеЮхе, 
$Ъе ргосезз оЁ Ч1егепНайоп сап Ъе зееп аз $Ве оррозЦе асНоп о гаазте х $0 Те ромег 
оЁ п (а зресйс пишЪег). ТЫ арргоасЬ Ш Бер из 4ейпе л(22) изше п(5) ава [0522], 
ог л(25) ава [052 25], ог азше [1052 п] ава [085 2п]. 

11 618 ргосезз, № фигиз оф Фаф &Ще ргипез 2, 3 ап4 5 Рау а шадог гое ш Фе пашЪет- 
ютиише оЁ пашЬетз оп фе пашЬег ах1з, Бесамзе Ве обВег ргипез аге оЁ $Ве Югшт 45 — 1 
апа 41 + 1. Тегеюте, апу едаайоп $Ваф Ваз аз шапу зо опз аз $Ъе 1атрезф Чеотее оЁ 
$15 едаамоп сап Бе тедасе4 %$о а, даа4гас, сос ог Маааага&1с едазоп. Ао 16 13 
АИ со $0 ппаеше $15 м оф Ще {Теогу оЁ тез4ча] шайтасез. 
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Срарфег 31 


РофепйаПу Ргипе МишБегз апа Едиайопз 


МЛ Ше Вер оЁ ФЪе геталшАег тафлсез, поб оШу Фе ргоетз о# %1е @зыЬайоп оЁ 
ргипез оп @\е зеслиеп& о{ ищесегз [А, 2 + 1] аге зоуе4, Баф а]1зо Фе еда от 


1 


+" +...+1=0, << 4. (31.1) 


(31.1) аге сопз1аете4 аз {Ве зато оЁ уал1оиз едиаез, ог 1Чепез ш &Бе юга оЁ тез1Апа] 
тайл1сез, ш м1 уой пееа $0 Виа &Ъе пашЪег оЁ со[ашиз сотгезроп@ше $0 ргппе ог 
сошрозЦе пашаЪегз. Еог ехатр!е, 
Ми, (1) = Ми (1) + Ми (п + 1) +. Ми (® ф-п-+ 1) = 
= Мюоо(1) + Ми.(2п +1) +---+ Мюж(? -т+0 = 


= И + Мое + 9) Е Ми коп — Ап 9) == 
= Мтл(1) + Ми (А+ 1) = №. (211) + №. (212), 


уБеге А = Е. 


ТБеогет 31.1 Рогр > 3, Ме юПоилптд т@айот поаз: 





—1 
2п1(р°) + |7 | 1> л(2р?) < 2п(р?) + [052 р] +1. (31.2) 
Ргоо{. СопуАег Фе ежепае@ шафмх М»,.2,2(1), уВее т = п(2?), т = 


п(\/2р?), т» = т + т*. \№е гергезеив 1 ш Ве Югт 
Мю. 2р2 (1) == М реСЬ ых са (р? зе Е 


МУе сгозз омё аП {Возе со[аллатз оЁ Безе тпаф1сез, еасЬ оЁ ммс Каз аф [еаз6 $\о хего 
гота ет ш Ве гомз 1 <# < т = л(р?) ааа1 < < т” =л(\/262). 

1. 1 фе шах М», р2 (1), Ве пашЪег 0 иисгоззе4 соГалаиз 13 А* = (р?) +2[055 р], 
апа Ве пишЪег оЁ сгоззе@ оф соплтлз Веге аге сопииз Ал = р? — К* = р? — л(р?) — 
21052 р]. 

Весалзе {Ве шабих М», „2 (1) Ваз 2[052 р] сопалоиз. ВасВ оЁ \\Б1еВ сопбайлз опе 2его 
ш Фе Ппез $ = 1 ай # = 1. Ава Везе со[атиз$ аге поф сгоззе опф. 

2. п $Ве штабах Ми, р? (р? +1), Фе пишЪег оЁ мисгоззе соГатаия 18 


№; = л(2р) — п(р?) +1, 
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ап бЪе паишфЪег оЁ сгоззе оп соГааиз 


Ко = р? г Ко, 
Ъесамзе атопе: {Ве пашЪетз р? + 1,р? +2,...,2р? {Вете 15 ошу опе пашЪег оЁ Ве юга 
Ор < 2 рг. 
Весалзе 


М (р? Е 1) и Ми, р2(1) = с«(т», р? р? + т) 


Ъеп, $ВегеЮге, ме Вахе фе т@аюоп$ 


—— —— 

М ть, р? (р? +1) — Мт, рз(1) = с«(ть, р”, р? +1) — п(25°) + л(р’) — 1. (31.3) 
Непсе, 

пт 2 пм не 22 2 

М, (+ - Ми, „2(1) = с (т»,ро, р” +1) — п(р°) — 2[05>р] — 1. (31.4) 


Неге К2 ав 1 аге Ве пишаБег оЁ 6Возе сои оЁ тпабтсез М, р (р? +1) ава Ми, р2(1), 
еасВ оЁ \ЛисЬ сотфбалпз аб [еаз$ $\о тего гез1Ааез 11 &Ъе сгоззе оп Ппез 1 <1< т ава 
1<г <пя. 

ЗиБгасипо (31.4) Нота (31.3), ав сопя4егие &Баф 


МНО Мн. и) > "Иа, 


ты ‚р? 


ап 


М ы 


т.р? РИ - Ми, р2(1) > [052р], 


уе 2еф {Те ехргезз1оп (31.2). ТБиз, ТБеогет (31.1) 15 ргоуе4. 


СогоПагу 31.1 Рогр > 3, Ме юЦоиятд таайот, йо48: 
п(2р°) — 2” (р’) = [ов 22°] — [04 2р”]. (31.5) 


РгооЁ. Сопзег фе ехбепае4 шайлсез М», р2(1) ай М», р2(р? + 1), мВеге р > 3, 
т = п(р?), т” = л(\/2р2), ть = т + т”. \е стозз ой аЙ Возе соя оЁ Безе 
таф1сез, сасЬ оЁ \сЬ Ваз аф 1еазё го хего гетала4егз ш е го\з 1 << т = (р?) 
апа 1 < # < т” = л(\/2р?). 

1. № фе шах Ми, р2 (1), Ве питафег оЁ сгоззе ойё сопиииз 18 Ат = р? — л(р?) — 
2052 р], БегеЮютге $Ваф $Ъе сопипиз соттезроп ие $0 $Ве питЪегз 1 ап4 2 аге поф сгоззеАа 
01$, Биф {Те со[лпиз сотгезроп те фо Ве пиштЪегз 2р, уфете р; > 3, 4 < р а. 
2 << [25| а] защейточцеЪ. 

2. шп &Ве штабах М», р? (р? + 1), 4Ве пишЪег оЁ сгоззей оф со[алалз 18 Ко = р? — 
п(2р?) + п(р?) Ъесамзе аЙ офНег со[аталз ате стоззе4 оф, 81уеп {Ваф К* — А = [1094 2р?]. 

ЗиЫтасиие Ко Нош КТ, ме се 


(25°) — 2” (р”) = [ово 2р"] — [юва 2р”] = Пов2р]. 
СогоПагу 31.2 Рогр > 5, Ме юЦочятд тааНот, по: 


п(25?) — 2*(р?) = [овз2р"] + [юв5 2р*] — 1 = [05 р]. (31.6) 
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Ргооё. Сопз@ег 1е ехбепае штабах М», орз (1), тете р > 5, т = п(р?), т" = л(\/2р?), 
т»„ = т-+ т”. Уе гергезет® № ш Те Юг 


Мю. 2р2 (1) — Мы (р? + 9) + Маре 


Геб’з сгоз$ оф а] {Возе со[атлиз оЁ $Везе тайл1сез, еасЬ оЁ \сЬ Баз аф 1еазё $\о 2его 
тета ег ш &Ъе гомз 1 <1< т апа 1 <# < и. В\ р 52 82: ра 52 52. 
1. п Фе табх М, р2 (1), Фе пашег оЁ писгоззе со[итаиз 18 


К =л(р?) + [ю232р"] + [ю55 2р?] + 1, 
ап бЪе пашфег оЁ сгоззе ойф соГаллиз 18 
К = р? —п(р”) — [083 2р?] — [085 2р?] — 1. 


2. п Ве шабах Ми, р2(р? + 1), Ве питаБег оЁ писговзе сопиииз 5 > л(2р?) +л(р) 
- 2. 

Атопе &Ве пишфегз р? + 1,9? +2,...,2р?, регарз йете 15 опе пилаБег оЁ Ве Югшт 
3°, мЪеге р? < 3° < 212, ава опе пллиЪег о# Ве юг 5%, уВеге р? < 5% < 292. 

Аттапоше Бе сои оЁтпайт1сез зо $Ваф оп опе э14е Ъете аге ипсгоззеа соГатлиз, апа 
$Ъеп стоззе оф, ап4 сотратте &Ъе тафлсез у засЬ Ве атгапеетете оЁ $Ве со[илиз, 
уе еб 6\е ехргезяюп (31.6). Весамзе а&омеВ Фе фоба] питфег оЁ сопитиз Ш табт1сез 
15 еапа|, Баф фВе папег оЁ еуеп сопиит$ ш {Ве шах М, р? (р? + 1) вв опе шоге {Ъав 
Ве пишЪег оЁ еуеп соплииз ш Ве шафмх Му, „2 (1), ап 4Ве пашоБег оЁ о44 солят 
ш Фе шаблх М», р? (р? + 1) 35 опе 1езз Тап 1е патЪег оЁ еуеп сопитиз шт Ее шафих 
Мн. р? (1). Трегеге, ме ве {Ве ехргеззюоп (31.6). 


Мофе. Эшсе Те уаше оЁ л(2р?) — 2* (р?) сап Ъе ргес1зе]у Чебегитеа изше: Ве гетата4ег 
тайл1сез, $ВегеЮге, апу рго ет оЁ пиЪБег Югтаф1юоп оп Те пишег ах! сап Бе 4ебег- 
шше4 ехасву... ТЫз 13 мВаф СогоПалез 31.1 апа 31.2 фе паз. 


Тьеогет 31.2 [п Ше тай Мн. 2р(А), шйете Х > 2р, (Л,2р) = ,(2р) ШФеге ате а 1еа5% 


—\и — 1 соштлтз, еась, соттезрот тд ю а рите питфет. 


Ргооё. Сопз4ег Ве ехфеп4е тайсез М», 2р(1) ав4 М»,„.2р(Л), мс залу 6Ъе сопа1- 
{1018 ОЁ ог $Веогеш ап \Веге т = л(2р), т” = л(/Зр-Т), т», = т+ т». Геб?з сгозз 
016 а] (Бозе со[атлиз оЁ $Пезе тадт1сез, еасЬ оЁ \мсЬ Баз аф [еазё $\о хего гешалпаегз ш 
{Те гомз 1 <1< т ава 1 <ф <". 

1. ш Ще шабх М», .2р(1), фе пилафег о чпсгоззе4 соаоиз 18 АТ = п(2р) + 1, ава 
Бе питаЪег оЁ сгоззе оф со[атпиз 18 А1 = 2р— п(2р) — 1. Эшсе &Ве со[атпа сотгезропате 
фо Фе пашет 1 13 поб стоззе отв. 

2. 1 фе шабих Ми, 2р(Л), ме 4епое фе пилЪег о чисгоззе4 соГатитз Бу 5 = Х. 
ТЬе уаае Х звомз &Позе со[алиии$ оЁ $518 шах &Ваф сотгезроп4 фо Ве ргппез рь, А < 
ре < А-?2р. ТБеп Фе пашЪег оё сгоззе об соГалаиз о $158 шабих 13 Ко = 2р- Х. 

Весалзе 


М т. 2р(А) — М т» 2р(1) = с» (ть, 2р, А), 


ОГ 


—— о —А1 


М в. 2ь(А) — М т 2р(1) > а, 2р, А) = ры 
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\е реф Ваф Аз — К: > [ов — 1, Ма в Х > [а — 1. ТБезе теаюопз ргоуе 
'ТБеогешт 31.2. 

Ме геф Ще зате апз\муег Ш ме аггапее $Ве со[аллиз оЁ $Ве шабсез зо $Паф оп опе 
з1Ае фТете аге ипсгоззе со[Гатиз, ап ф$Ъеп сгоззе об, ап фаКше шо ассопиб Таф 
ш Ще шайлх М», 2р(Л) еуей сойлатз оп опе шоге $Вап ш {Фе шафих Ми, 2р(1), ава 
сотрагше Бе шафбт1сез \ИЪ зас ап аттапоететф оЁ соаиз, \е оБбала {Те ехргезз1юп 
х> [781 

Офегулзе, ме реф Паф {1е шабсез Ми, .2р(1) ав М»,.2р(Л) 40 поб Бауе &Ве заше 
питьЬег оЁ сопиипие. 


СогоПагу 31.3 Рогр > 3, Ме юЦочятд таайот, поа8: 


п(р? + 2р) — (2) > ры и 


Ргооф оЁ СогоПагу 1 ЮПомз атес у Его Пе Ъеогет. 
СогоПагу 31.4 ТАе юЦоилту таайотз поа 
а) п(2р°) > 2п(р?) + По8> р], 


ит 1. 





5) (22) > 2) + | 


Ртгоо{. Сопз ег Ве ехфеп4е таёсез М, 2,2(1) ап@ Ми, 2ъ2(2р + 1), \Веге т = 
п(р?), т” = л(2р), т» = т+ т*. Геёрз сгозз оц аЙ {Тозе сопиипз оЁ Везе тайсез, 
еасВ оЁ \сЬ Ваз аф 1еаз% $0 его тети ег ш &Ве го\з 


Я и 
Би а. 





Сопз1егше Те АШегепсе Беф\мееп фе сгоззе ошф апа пистгоззе со[атпиз оЁ $Везе шафт1- 
сез, аз ш Те ргооЁ оЁ $Ве ТЪеогет, ме обаш ф$Ъе збафетет СогоПагу 31.4. 


СогоПагу 31.5 ТАе юЦоилтд тёайот, ро 48 
д) = эеборе) + Повьи) = 2) + "ИА 
РгооЕ. Те га%1о 13 № 
М, 4р2(1) = Миь, р? (1) + Ми, 2р2(2р? + 1). 


Непсе, изше СотоПату 31.4, ме оба СогоПагу 31.5. 


СогоПагу 31.6 ТАе юЦоиту таайотз по 
а) п(27Р) > (п(2Р))* + п(2Р) 1, р>3, 


6) п(2*2) > (п(27т))7 + (п) 1. 
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Ргоо}. То ргоуе рат а ), сопз1Чег Ве ех{еп4е тайсез Ми, 2»(1) ап@ Ми, 22» (2Р + 1) 
\Веге т = л(22Р), т” = л(2Р), т», = т + т”. Гебз сгозз опё аП Ъозе сопитиз о 
$Ъезе шафт1сез, еасЬ оЁ мЬлсЬ Ваз аф 1еаз% &\о тего геташегз ш Те гомз 1 <1< т ава 
1<7 <. 

1. 1 Ве шаблх Ми», 2 (1), Ве пашрег оЁ ипсгоззеа сопииз 13 А* = л(2?Р) + 1, ап 
Ве питоБег о# сгоззе4 оф сопитиз {Веге аге соатииз А1 = 2Р — л(22Р) — 1. 

2. ш (№е тпабх М, 22 (22 + 1), Ве пишфег оЁ ипсгоззеа соли 15 КЗ = л(22Р) — 
п(2Р) + Х. ТБе уаше Х 13 Ме пишЪег оЁ Бозе со[алилз оЁ 1$ шайлх, еасЬ оЁ \ысЬ 1$ 
10% стоззе оцё апа сотгезропаз $0 а ргиае пишЪег рь, 2?Р < р, < 2Р + 3Р. Треп &Ве 
питЪег оё сгоззе4 оф соли оЁ $18 пабах 18 К2 = 2?Р — л(22Р) + п(2Р) + Х. 

Сотратте тафл1сез у В сгоззе оф ап апстоззеа соГатотз, ме обфали $Те ргооЁ о 
Цеш а ) оЁ СогоПату 31.6. 

То ргоуе ратё Ъ ), уе пее4 $0 сопз1ег {Ве шалсез М, 24» (1) ава Ми, 24» (22 + 1) 
ап, атоате ш Фе зате угау аз ш рат а ), оба Ве ргоо{ оё рат Ъ ). 


Ехр|апаНоп. СошЬтафогс$ ате сотЪте4 у тафВетайяса] шаасЯой м $Ъе геталт- 
ег тпафт1сез оп фе пашет ах1з. Его Фе уапафу оЁ фе {Пеотета ог Ще уаше оЁ Фе ргиие 
пашрег р, ме оббайп Ве ргооЁ о 1е зале {Веогеш юг $Ве пилиЪег рут, ог Юг ФВе пишег 
р\. 

Весалмзе а, ргипе патЪег ой Ве пашЪег ах1$ сай р]ау фе гое оЁа ип зевтлиепф. 

№ 15 зепзе, а пашег1са] зестпеп® оЁ 1еп266 рь саппоё Бе аллаеа и\фо едаа] ратфз 
\ИЪ ]еп2%В ру, мБете 2 < р; < рь. Весамзе $Ве зса]е оЁ $Ъе пиег!са] ах1з 15 ргедейпеа 
ап Чебегиитез $Ве пишЪег оЁ роз оп Ве влуеп пашеса] ах1з, \исЬ ме са] пашЪетз. 
ТегеЮге, $№е ргиие пишЪег 2 Бесотез Ве тат свагасбет1$ с поф ошу Юг еуеп, Баё ао 
юг о44 питегз. № (пишЪег 2) зерагафез еуеп ап оЯ4 пишЪегз Нот еасВ офВег, Бет 
{Вет $0 Те заме Чппепз!юп, эссе еуеп ап о44 питЪетз сап Бе гедасе4 $0 Фе пашЪег 
оЁ $\о и зестпеп&$. 

Такт &Ве пиштЬег ХЕВО (0) о Беа шире оРа| пцезегз, \уе зпош поф югееф $аф 
$15 ахош парЦез а а пишег1са] зестеп саппов Бе 4у14е4 ищо агЬйтгагЦу еда рат, 
ап {Ъе пишЪег оЁ рошё$ оп а ®уеп патегса! ах1з, \Ь1сЬ \е са| патафегз, сайпо% Бе 
шпашегаЫе... Рите патЪегз оп Ве питеса] рапе сгеафе а, сотр/ех зузбет оЁ патетса] 
ахез, мер ш а тесбапру]ат соотгФтафе зузбет ш %Ве Югш оЁ упфпа] Ппез оссиру поё 
оШу Ве патенса] р]апе, Ба$ азо Ве пашетса] зрасе. Аф &Ве рошёз оЁ пбегзесНоп оЁ 
$Ъезе з6та126 Ппез, поф ошШу зпаре, Биф ао сошрозке пашфет$ аге 41зт це, зшсе Фе 
Ч1збапсе оЁ $Везе уегЯ са] ап Бот12опба] Нез 15 еда] $0 а сегбали патаЪег оЁ лиф зевтпеп&в, 
{Ъеп $Ъе пашЬег ЮттаНоп аб Фе пбегзесНоп оЁ {Пезе з6тале% Ппез 13 зеё Бу табтетайса] 
орега1опз. 

Аа юот-шпорйПса1оп, за фтасНоп-Ат\1юп, тоо&-га1зте-ехропепа оп, 
Четеийа1оп-певтаюп, Череп оп %е рошф &Паф \ме сопя4Аег 4Ве омеш. ТаКше 
Бе пойоп оЁ а пафига| хего (0), ме гезылсв $Ве ши оЁ &Ве зрайа ап р]апаг 1афЯсе, 
тезис те Те уашез оЁ Ве псНопз л(п) ава и(п) оп {Ве зеэтенвз [1,2п] апа (1, (2п)?], 
тефистр Бет $0 %Ъе патЪег оЁ ргипез оп &Ве зестеиф [1,п]. ТЬегеЮге, &Ве Ююгиаша 
Гт(та) + и(п.;) = п(п;) Бесотаез $Ве тала сБагасбемз@с оЁ питенса] ргосеззез оп 1е 
пишенса] ах1з. 


ТБеогет 31.3 Тре юИочлтд таайотз Во: 
п(27Р) < 2т(2Р_") + 4Йово р] — 1, 
п(27Р) > 21(22Р-1) + п(р) — 1. 
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Ргоо}{. \№ гергезепь {Ве ехёеп4е шафих М, 2»(1) аз 


Ми, 22 (1) = Мт, (21 1) + М, (212), 


\ете Л = 2221, т = л(22Р-1), т» = л(2Р), т, = т+ т». 

Геф’з сгозз оф аП $Позе со[лиии$ оЁ $Ъезе тафт1сез, еасЬ оЁ мар Баз аф 1еаз$ $\о тего 
теташаетгв ш Ще гомз 1 << т ап4 1 < Г < и*. Атеаше зпоПайу $0 Ще ргооЁ оЁ 
СогоПагу 29.2, ме обаш ТБеогешт 31.3. 


СогоПагу 31.7 Рот ритез р, Те роПоилпу т@айот ро: 
п(22Р) — п(27Р — 6) =л(6) -1=2. 


Ргоо?. Сопз4ег Ве таййсез М», 2»(1) ава Ми, 2»_6(6), эВеге т = л(2%), те = 
п(2Р), т. = т+ т”. Гебз сгозз ошф аЦ {Тозе сопилиз о# Тезе тпафл1сез Баф сотгезропа $0 
еуеп питЪегз, ап {Ъозе со[атапз, еасЬ оЁ мс Баз а |еа3% $\о хего гез1Ама1з. СопзАегте 
Ъаф Фозе сопоиз оЁ Тезе тафтсез {Ба сотгезропа %0 {Ве пашфегз 6,7,...,22Р — 6 ате 
соттпоп, $Беу сап аЁзо Бе сопз1егей сгоззе опф, Бесамзе &Беу Бауе $Ъе заше питЬег 
ОЕ 2его ап поп-хего гезиез ш Бо шалсев. ТГВегеЮте, ш {Ве шах Ми, 22» (1), {Ве 
сопиииз сотгезроп@ те $0 фе пашЪегз 1, 3, 5 апа 2Р — 3 апа 222 — 5. Весалзе &Ве пишЪег 
22Р +- | саппо% Бе а шире оЁ 3, Бесамзе 22Р + 1 13 а\уауз а пашЪег оЁ фе югш р = 4+1 
ап Ве плишЪег 22? — 1 за ширЕ оЁ 3, ава №е пашЪег 22Р + 1 13 а шире оё 5. 
ТЬегеге, Бе плииБегз 22Р — 3 апа 2?Р — 5 согтезрова $0 ргипе пашЪетз, {Ваф 15, знаре 
ф\шз. СогоПагу 31.7 1$ ргоуе4. 


Срарфег 32 


Сотр|ае апа А4]асепф Ветпаи Мафигсез 


Рей 810о1 32.1 Майя Ми, (А), т = п(п), ийозе епа сошттз соттезрота №0 пит- 
ретз ор Фе зате рагиу, ате саЦе4 сопи ее тетилтает тайчсез. 


ей 8100 32.2 Майя Мт,2.(Л), т = п(п), т шмей Ше питфег о ее сошттз 18 
едиа[ 10 Фе питфег о} о44а соитлз, 18 саЦей фе а4асетА теядиа тах. 


Рей! оп 32.3 Майя Мипь (Л), т = л(п), шйеге К, п, А ате пафита питфетз, 2 < К < 
п < А, 15 саПей Фе рошет таз ор Фе тетолтаетз. 


Треогет 32.1 Алу рошег тай 13 сотрее, фиш поф сопйдиоиз. 


Тре ргоо оЁ {Ве Щеогел 13 фггу1а], Бесамзе $Ъе ехфтеше со[ипиз оЁ Ве ро\ег тафих аге 
о# Ве зале рагу, зо 1% 13 сошр!ее, Ба поф аа]асепф, этсе $Ъе пишЬег оЁ еуеп апа оа4 
соло Ч етз Бу 1. 


СогоПагу 32.1 А сотые тайчх раз а тааЩе сошитл, фа соттезрот 3 10 а питфет о} 
фе зате рагЙу аз Из ощеттозЕ соиттэ. 


Тре ргооё оЁ Фе согоПагу 1$ та]. 


СогоПагу 32.2 А сотр@е тах сат, бе та4е сопидиоиз 6у тетотду оте сфитп, гот 
оте еп ое тайчхт, от а4@ту апойет соитт №0 оте ет. 


СогоПагу 32.3 м № апа афасетф тайчсез, фо, езеп, ата ода софилттз ате зрайе4 те[- 
ане Фо еасй, отет 6у а @зютсе ор 8 ит зедтетяв. 


РгооЁ оё Ве согоПагу ЮПо\мз итулаПу ош $Ъе Чейо1юоп оЁ $Ъе пишЪег ах1з. 


ТБеогет 32.2 ТАе ЮюЦочлта тааНотз во: 


а) п(2р? - 2р) — 2т(р) > и = 


4 


+ 1. 


В) (ор? +26) — 2) < 


Ргоо#. \е гергезеп $Ве тайх М, 2р(р-+1) (1) а Ве Юг о {Ве шафх Ми», 2р2(1) ава 
фе шайлх Ми, 2р2(2р - 1), жВеге т = л(р?), т* = л(2р), т» = т+ п". [ебз сгозз оф 


аП &Позе со[атппз оЁ $Ъезе тафлсез, еасп оЁ мс Ваз аф |еа56 $\0 хего теташт4егз ш те 
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том; 1 <1< т апа 1 < # < п". Рауше абеп оп фо шайтсез ми сгоззе оп со[атаиз, 
пофе $аф 

1. ш Фе шабах Ми, 2р2(1), Ве шлиаЪег оЁ ивсгоззеЯ сопиииз 18 АТ = л(2р?) + 1, 
зшсе &Ве со[аи соттезроп те фо Ве питрег 1 18 а|з0 п0о% сгоззе опф. Апа Ве пашЪЬег 
оЁ стоззе@ оп со[ататз Ш 13 табих 18 А = 2р? — л(29?) — 1. 

2. п Ве шах Ми, ор (р + 1), &Ве пашЪег оЁ иисговзе4 соГатаиз (соггезропашя фо 
ргите питБегз) 13 А* > л(2р? +2р) -п((р-1) +Х - 1. ТЬе уаше Х 15 Ве пишБег оф Возе 
соГаталз оЁ 15 шафих аф согтезрова фо {Ве ргпиез рь, \Тете (2р- 1)? < рь < (2р+1). 

шт Фе ргоо оЁ ратв а) ме изе фе пофайоп Ха, ап ш \е ргооё оЁ раг6 Б ) же изе 1е 
побайюп Ху. 

Аттапеше Бе со[атапз оЁ тпайт1сез зо $Ваф оп опе э14е Ъетге аге ипсгоззе соГатлиз, апа 
{Беп сгоззе опф, ап сотпрагие фе шафсез “И засЬ Бе атгапоетлеп® оЁ {Бе со[аапз, 
уе оБбаш Це а ) оЁ {Ъе {Беогет. Весамзе тпафт1сез Баме &Бе заше патаЪег оЁ сопипиз, ме 
5её Ха > ЕЯ — 1, Бесаазе Юг еасБ со[атап оЁ еасВ тах Ги. (7) + ит() = п(т»), 
УТете 7; шсабез фе пашЪег оЁ еасВ соТати оф Ве шафих. 

То ргоуе рагё Б) оЁ {Ве {Теотешт, ме пее4 $0 сопз@ег ФВе тайсез Ми, 2,2(1) апа 
Мю. 22 (2-1), апа, агелиие; ш {Бе зате мау аз ш {Ве ргооЁ оЁ раг а ), офаш Хь < т) 1 
ай а сотрефе ргосё о{ Тпеотет 32.2. 


Треогет 32.3 Тре таайот 


пот) лы = | МИ 


шрете 2 < К<р. 


РгооЁ. Сопз!ег фе ех{епае шабых М, кр(К + 1), мБеге т = п(р), т’ = л(МЁрЬ), 
т» = т-+ т”. У гергезеп # ш $Ве Югш 


Мт. р(в+1) (1) = Мю. кр(Т) + Ми. кр Е 


Ме сгозз ошё а &Позе соГапиз оЁ &Пезе шафл1сез, еасЬ оЁ масЬ Баз аф 1еаз$ опе хего 
тетатаег шт &Ве гомз 1 <#< т ава 1 < # < т*, Й # 22. Раушё аЧепНоп $0 тайчсез 
УЛЕБ сгоззе оф со[атапз, ме пофе {Ъаф 

1. 1 фе шаблх Ми, р(Т), Фе пашЪег оЁ ипсгоззе4 сопииз 18 Ат = [085 р] + 1, 
Бесаязе. &%Ше соаши соттезропАште фо Ве пашЬег 1 1$ аз0 поё сгоззе оф. Апа Фе 
пиитег оф сгоззе оф со[атапз ш 18 шафих 1$ Аа =р- [052 р]| - 1. 

2. ш Ще шафах Ми, р(Кр + 1) №е пашЪег оЁ ипсгоззе сопитиз (сотгезроп4 ше {0 
ргипе пилаЪегз) 13 КЗ = Х +1. ТБе уаше Х в Ме пашьег оЁ Возе соалапз оЁ 1 
тайт1х Каф соггезроп фо $Ъе ргилез рь, мБеге Кр < рь < р-р. А 1 зтомз Ша 
атопе те пашЪетз Кр - 1, Ар-+2,..., Кр +р \ете сай Ъе ошу опе пашЪег оЁ $Ве Югт 
2°, \пете Кр < 2° < Кр-+р. Апа ®Ъе пашфЪег оЁ стоззе4 об соГатоиз Ш 418 шах 13 
Ка > п(р(Е+ 1) — п(рр+=- 1. 

Атгапете $Ве сопиии$ оЁ тафтсез зо Баф оп опе з1ае {Пете аге иистоззе сопиииз, 
ап &Веп сгоззе от, апа факте шбо ассоии$ &Ваф Ве пишЪег оЁ шах со[атпиз 1$ едаа] 
$0 еаср обТег, ап4 $Ваф ш еасВ со[атап оЁ еасЬ тайлх Вете аге оу п(р) 2его ап попхего 
тетали4егз, \е сотарате шафбт1сез м засВ ап аггапсешепе оЁ соГалоиз. Аз а геза, ме 


х> а " 2 


2еф {Бе ехргеззюоп 
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\ЛисВ ргоуез ТВеогет 32.3. ОфПегмлзе, а сошбта@сНоп ат15ез. 


ТБеогет 32.4 {Ме питбег 2п + 1 13 пора тие оЁ 3 от 5, Фет И 13 ейрет а рите 
питфет, от а Ш рошет ора руте тпиитфег, от Ше ртодисЕ ор Фо ритез. 


РгооЁ. Сопуег &Ве шабх М, 2-11), МВеге т = л(п), т* = л(У2т + Т), т» = 
т- т”. Беё’?з сгозз оф аП Возе со[алииз оЁ Безе тафт1сез, еасп оЁ м мсЬ Баз аф |еаз6 $\о 
2его теташаегз ш Ве томз 1 < {< тапа 1 < Г < пу. Биррозе Ве со[атап соттезропАте 
$0 Те пашБег 2% -+ 1 13 ипсгоззе4. ТВеп \еге ате $Бтее роззШЯез: а) 2п +1 = 3Зрк, 
уВете р» > Уп + 1, офегуизе сопати 2п + 1 мощ Ъе сгоззе4 оф. 

Ь) 201 = брь, рк > Ут +1, аз ш сазеа ). 

с) 2+1 = ру, мВеге рь 7 3, рь 2 5, рф = 2 + 1, ог 2п +1 = рь- рь, мВеге рь > 5, 
ру > 5. 

п Ёс$, ме Баме ргоуе4 ТЪеотет 32.4 изше $Ве шебпо4 оЁ шафетайса] шАас®Яюоп, 








аззита1ие: {Ваф {Ве {Теогет 1$ {гие Юг а] уа]мез оЁ п, \Теге 1 < п; < п- 1, ап А ргоуеа Юг 
уааез 7. Ви Пе $Ъеотет сап Ъе ргоуе4 м оф Ве пер оЁ $Ве шебЪо4 оЁ табтетайса] 
шаисйоп, азше Те Ёас$ аб атопе тее сопзесайуе пилаБетз опе 13 а\мауз а шире 
о# 3. Ножеуег, $15 1$ а]з0 а сопзедиепсе оЁ тафВета1са] шАас®оп. 


СогоПагу 32.4 Тйе плитбег (2р)? + 1 = рь 18 ртите {Ве питфдег р 18 ор те рютт, 4х +1. 


Ргоо#. Егот Твеотеш 32.4 уе Кпо\ $Ваф ш Фе шаййх Ми, (2р)2(Т) Ве сопити сот- 
тезропаше {0 %Ве пилиБег (2р)? + 1, сап Бауе хего тезАчез оШу ш &Ве эбтше # = 13. 
ТЬеге ге, 1Ё {Ве пишаЪег (2р)? + 1 13 по а шире оё 5, $Веп 513 13 а рые пишЪег. 


Тьеогешт 32.5 Г[еЁр > 3 фе а рите пипфет, Теп Ще тай Мн. 2р(А), шйете 2р < 
Х < (2р)?, (^,2р) = ы(2р), сотатз ай 1еая [а — 1 сошиттз, еасй, соттезропатад 0 


а рите питфег. 


РгооЁ. Сопя4ег {Ве шабт1сез Ми, 2р(1) ап@ М»»„,2р(Л), хВеге А зай1зВез {Ве сова 1о1з 
оЁ {Бе {Теогет, ап т = л(2р), т” = л(УЗр-+Т), ть = т + т*. Ме сгозз оф а &Возе 
соли оЁ 6Везе штайт1сез $Ваф сотгезроп4 $0 еуеп пашЪетз, аз \меЙ аз $Возе оа4 со[атапв, 
еась оЁ ис Баз аф |еазё $\о хего геталпАегз ш гомз 1 <1< т апа 1 < Г <п*. Тпец 

1. ш фе шаблх М», .2р(1), Фе пашЪег оЁ чпсгоззе4 со[аоиз 18 АТ = п(2р), ап4 Ве 
пишаБег о сгоззе оф соатат$ ш 18 шафих 1$ А1 = 2р- л(2р). 

2. биррозе $Ваф ш Ве шах Ми, ,2р(Л) фе пашет оЁ ипсгоззе4 со!атаиз 13 Аб = Х, 
апа &е пашег о сгоззе оф соот ш $15 шафбих 138 Ко > 2р- Х -1. 

Атгапете $Ве сопитлз оЁ тафт1сез зо Баф оп опе з1ае {Пете аге иистоззе сопииз, 
ап {еп сгоззе оф, ай сошрагше Ве шайлсез м Ь засЬ ап аггапсетет оЁ со[атли$, 


х> "Иа 


ТЬз ге]а\ой ргоуез ТБеогет 32.5, Бесамзе 


уе сеф 


2 


о: 
Ут аь 


(^) > М т 2р(1) > с» (т, 2р, А) + п(2р), 
зшсе ш еасЬ сопли оЁ еасЬ шафих ФТеге аге п(р) хего ап4 поптего теталааетгв. 


СогоПагу 32.5 ТАе юЦоилтд таайот, по 48 





яор+ 1) — пер "РИ а. 
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Ргооф оЁ Ве согоПагу ЮПо\з итлаПу гот Ще ргооё оЁ Ве Веогет. 


ТБеогет 32.6 Рог ртутез р > 3, Ве юЦошту теайопз по 
а) [р 13 а рите ор \е рютт 4х — 1, Феп 


п((2р)?) = (п(р))? + т(р) — 1; 
Ь) [р 13 а рыте оф Фе рютт 4х + 1, Фев 


п((2р)?) = (п(р) + 1)2 +2 (р) +1. 





Ргооё. Сопу4ег Ве шабйх Ми, (ор)2 (1), хеге т, = п(2р?), т* = п(2), ть =т- пи. 
Г сап Бе гергезеще4 аз 


М, (2р)2 (1) = Мт,2?2(1) + М, 2? (2р? + 1). 


Нете р > 3 ва ргшпе пашьБег. 

Геф’$ сгозз оп а[ Бозе соГалоиз оЁ Безе тафт1сез, еасЬ оЁ мс Баз аф 1еаз% фо 7его 
теталпАегз ш Те гомз 1 <1< т аа 1<Ф < м». 

1. п фе шабах Ми, 2р2 (1), Ве питаБег оЁ иисгоззе4 сопиииз 18 1 = л(2р?) - 1, ава 
Те патЪег оф сгоззеЯ от сопиаиз 1 #18 табмх 15 А1 = 2р? — л(2р?) — 1. Весалзе {Ве 
соГатли$ соггезроп иле фо Ве палафегз 1 апа 2 аге а50 поф сгоззе ол. 

2. ш фе шайх Ми, 2р2 (2? - 1), Ве пилаег о апсгоззе4 сойиия 13 КЗ = л((2р)?)— 
п(2р?)+Х. Ава Те пишЪег оЁ сгоззе4 оп соГатипз 1 15 тах 18 Ко = (2р)?—л(2р?)-Х. 

[6 звоша Ъе поёе@ фЪаф {Ъе уашез АТ(К1) ава А5(К2) зво\ поёф оШу {№е пашег 
оЁ соГапиз, Биф а]зо Ве пилифег о# хего ап поп-хего тез1Чиа]з 1 Безе соплииииз. Те 
аезНоп ат1зез, “Пу &е пишЪег оЁ 2его тезачез ш %Ъе ипсгоззе со[атлиз оЁ %Ве та- 
их М. 2р2(2р? + 1) Ваз Чесгеазе4? Тве рой 15 Ваё ш шабмх М», 2р2(1) еге аге 
2052 п] — 1 сгоззе4 ой сопипиз, еасВ оЁ \ммсЬ Баз хего гез14 ма] оШу ш го\з$ 1 = 1 ара 
г = 1. Ава ш Ще штабах М, 2.2 (2? + 1) Теге 15 ошу опе зас соГатаа. 'ТБегеЮхе, 
2055 п] — 1 2его гез1Чиа]з Нота Фе соииз 1 < <т, 1 < Ё# < т" раззеа $0 еуеп 
соиииз оЁ {Ве затае тафх. ТБаз, &Ве пишЪег оЁ ргпиез оп Ве зертен® [2р? + 1, (2р)?] 
Баз шсгеазе4 сотрагеа $0 &Ве пашфег оЁ ргпиез оп Ве зестенй [1,2р?]. Весалзе {Ве соп- 
серф оЁ а ргиае пашЪег 13 а1зо геамуе оп Ве питЪег ах1$, апа 4ерепаз оп Ве @тесЯой 
оЁ саса1от. Эшсе Веу аге сайсШафеа гот Бе пашЪег 1 фо Ве 112%, ог Нот Ве рош® 
(2р)? о Ве Тен. 

Еог р оЁ {Ве югш 4х +1 {1е уаше А5 — К =лп(р) + 2, ава Юг р оЁ %е Югш 45 — 1 
{Ве уаше 5 — АТ =1—л(р). ТаКше по ассоциф фе {Веогешз 32.4 ап4 32.5, ме оба 
Ъаф {Ве фюфа] пашЪег оЁ ргииез оп Ве зеотиеп® [1, (2р)?] 15 едла] фо Ве те]амоп ТБеогет 
32.6. 

Виф оп Ве офВег Вата, Ве табх Ми», (2р)2(Т) сап Ъе тергезеще4 аз 


М, (2р)2 (1) = Мт.,2р(1) ны Мт..,2ь(2р а: Ми. .2р((2р)? +1 25). 


Апа чзше 'ТБеогетз 32.5 апа 32.4, уе обат ТКеогеш 32.6. 


ВетагК. ТЪе Феогеш 32.6 сошА Ъе ргоуе4 Бу тергезепиие Ве тафих Мю» ‚(2р)? (1) аз 
{Ве за оЁ еуеп ап оа4 ттабтсез, $Возе. 


Мн, „(2р)? (1) = Ме ‚2р? (2 Т 9) АР Мт.. р? (2|2), 


ог Бу гертезет ше 1 аз Ще зат оЁ апу обБег а4}асет зы Ве шафисез. 
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СогоПагу 32.6 ТАе юПоиту таайотз поа 
а) [р 13 а рите о} Ме рютт 4х — 1, еп 


(272) = (п(2) + 1)? +п(р) — 1; 
Ь) [р 13 а рите ор е отт 4х + 1, Фев 
п(222) = (п (22) +1) +2 (р) +1. 


Ргооё. \\№е гергезеие &№е шаблх М, 2(1), чПеге т = п(2?Р-1), т” = п(2Р), ть = 
т + т”, ш Фе Ютт 


Мю. 27ь(1) О М№т. 22 (2 1 1) - Мп, 22 (22). 


Геб’з сгоз$ оф а] {Возе со[атлиз$ оЁ $Везе тайл1сез, еасЬ оЁ \мсЬ Баз аф 1еазё $\о 2его 
тетали ет ш Фе гоу 1 <: < т аа 1 <Т < п". Раегише зерагабе]у Ве пишаЪег 
о стоззе@ ойб ап ипсгоззе соГаллатз оЁ фТезе шадт1сез. Атгапеше $Ве сопциилз оЁ Фе 
штаф1сез №, 2» (211) ава №, 22» (22) зо {Ваф оп опе э14е {Ъеге аге ипсгоззе4 солив, 
апа {Веп стоззеа оп, ай сотратте Вет м1 засВ ап аттапеетет& оЁ со[атоиз, ме соше 
фо Те г@а1юопз оЁ {Те сотоПату. 


ТБеогет 32.7 [2 << п, Шеп 


2) — (л(п)\* ЗПо5> п] — 1, 
бр) = коду Зет 


РгооЁ Сопзег фе шабх М», п2ь (1), \ЫсЬ сап Ъе гергезеще4 аз 


Мт.т2к (1) = Ми. х(22) + Ми. (211) = Ми. х(1) + Ми. (А - 1), 


\уВете А = [5 |, т»„ = т + т*, т = л((2п^ — 1)2), п” = п(2п). \е сгозз оп аП Возе 
сопли з ОЕ Пезе шайт1сез ш еасЬ оЁ меБ 4Пеге аге аб ]еаз$ 6\о 7его геталпАегз ш Ве 
том; 1<1<%т, о. 


1) № Це шабмх М№„,л(2|2) Бе пашЪег оЁ ипсгоззе4 со[атолз 
К = п((2п^ — 1)?) + [юз Х] += = (п(п))? - 2082 п] + 2, 


\ете 5х 1 Фе пашЪег оЁ ФПозе ппстоззе соГатопз Ваф соттезроп4 $0 пашЬетз 2”. р,, 
(2т^ — 1)? < 2"р„ < п7№, апа {Ве пишЪег о# сгоззе4 оф соалииз А = Л АХ. 
2) ш е шабмх №„,л(21 1) Те пишЪег оЁ ипсгоззе4 сопитиз 


у +, ыл-в. 
Весамзе Ве шайл1сез №„„,л(2|2) апа №„„л(211) Вахе &Бе зале пилаЪег оЁ сопиоиз, Вете- 
Коте х = х, = [052п] — 1. 

шее №и,^(211) — Ми. (212) = с. (т„2[2, 241), Вегевоте №2 (211) № (212) = 
с» (т»2|2, 211) № (211) мы (22), \Веге Ве зушро! М*, „(Л шатсафез &Бе патЪег 
О хего гезАмез оЁ &Ве заше тайлх. ТБегеЮте, агтапеше фЪе соаиз оЁ $Ъе шафт1сез 
№т„л(2 11) ава №».л(2|2) Бу Ве шахипаш пишЪег оЁ его гез1па]з зо Раф оп &Ве опе 
Тапа ипстоззе соллатз \ете |1осафе апа еп сгоззе4 олф ап сотшратше &е шафт1сез 
ш заср ап аггапеетет® оЁ со[лиии$, ме оБфала $Ъе &Щеогет. О{Тегуизе, ме себ $Паф {Ъе 
тафл1сез 4о поё Баме Ще зале питЪег оЁ со[алпиз ог, Ют зресйс уа[аез о{ п ап4 К, Ъе 
питЪег о# ргйез л(п2*^) 15 поф а зресйс уа|ае. 
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СогоПагу 32.7 {п > 10. Мет вез расе 
а) юг21т, п((2п)?) = (п(2п) — 1)? + л(п) — 1; 
Ъ) юг2 т, п((2п)?) = (п(2п) — 1) + 2^ (п) + 1; 
с) юг 2+ п, л((2п)?) = (п(2п) + 1)2 - п(п)- 1: 
а) юг 2т, п((2п)?) = (п(2п) + 1)? — 2” (п) — 1; 
е) ют24т, п(2?) = (п(2”))2 + п(2”) — 1. 
РгооЁ. Сопуег Ве таёх Ми, (2п)2(1), гергезет № т Ве юг 


Ми, (оп)? (1) = №Мт.х(21 1) + №».л(2]2) = Мт,л(1) + Мт.х(^л+ 1, 


уВеге Л = 212, т», = т+т*, т = п((п — 1)2), т” = п(2п), ра Я 2? апа ателите аз 
ш &Бе {Ъеогеш, ме оба Цепаз а ) ава Ъ ) оЁ $Ъе согоПату. То ргоуе а Цешз с ) ава а 
), сопзег {Ве шадсез №„„(2|2) ава №„.л(211) мВев ть = л(М2п2) ава т» = л(2%) 
ап4 зтебфтгочей сопли оЁ пафт1сез аз ш &е Веогет. 

1) № Це шабах М№„,(2|2) Ще пашЪег оЁ иисгоззе4 со[атолз 


(п(2п) — 1)? +л(п) -1, ю2|м, 


К* = л(2т12) + 2052 п] + д = | (п(2% — 1) +2^(п) +1, Юм. 





ап4 {Фе пашЪег оЁ сгоззе4 ой сопитиз №1 = 202 — КТ. 
2) ш Ме шабах №„,л(211) Ве пишет оЁ ипсгоззе4 сопилиз 


и — | (п(2п) +12 -л(п)-1, Ю2|м, 
2] (п(2т+1))2 - ж(п)-ь Юг. 


апа Ве пашЪег 01 сгоззе оф со[атииз А2 = 212 — №5. 

Сопз1Аегше Бе со[алии$ о{ тафтсез аз ш Пе {Веогет апа теазопте ме а]зо оБбат 
Цегаз с ), 4 ) айае ) оЁ &Ъе согоПаху. 

'ТрегеЮхге, поф ошу Ве шах М», п2» (1), мВеге т = л(п) сап Бе гергезеще4 аз Ве 
зип оЁа сегбала пишаЪег оЁ зпоПаг шайлсез ап \ИЪ Ве Вер аеВпе $Ъе №осйоп$ л(п”) 
ава л(п2"), л(22") апа т(2“”), Биф ао л(п2Р + п) — л(п?Р). Весамзе Ве ргйтез 2, 3 ап 
5 рау а Впаатета го]е шт Ве Югша&1юпз оЁ пашЪегз оп фе пашЬег ах1з. ш аа! оп, 
{Ве шиШр|сайоп оЁ палшафегз зБо\з $Бе пишБег оЁ роз, м еЬ ме са| пашЪегз, ап 
аа юоп зВо\з $Ве Ч апсе ап Ъе гезаз оЁ $Везе ргосеззез пее4 $0 Ъе соотАтафеа, 1.е. 
ш шайтх шабетайсв 


КхХ Мтп(1) = Мт»(1) + Мтпп-+1-+.--+ МтьЯп- 1+1, 


уТеге 2 < К < п, ап4 Те теазоп Юг &55 13 зпаре сойитиз (пишЪегз). Весамзе Ве 
шаарПсаНоп о{ патЪегз оп Ве пашет ах1з Череп4$ поф ошу оп $Ъе геЕетепсе ро, Би 
ао оп Ве Фтесйоп оЁ Ве сайсай оп. 


Мое: Маблх шабБ зВо\з Баф Череп ше оп \феге &№е пашаегз аге саси]эайе оп {Ъе 
питЪЬег ах1з, Фе 41у131юп ргосезз сай Бесоше зпог& шарИсайоп, зВотё гооф ехётасЯюоп, 
зВотф [охаг ли, зВог6 Ч егепйа1юот. Оп %Ще пашЬег ах1з, шаШарНсаНоп 1$ сопя!4ете4 а 
звог$ аа ой, ап4 ат ег тебпетепф 1$ геслитеа, Бесалзе шиШрНсаНоп оЁ апу пашЪетз 
зво\з зитЁРасе атеа ог уоГате, ап4 а4Ч оп зБо\з @запсе. ТБегеЮге, ат ели ез арреаг 
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оп {Ве пиштБег ах!$ {Баф саппоф Бе ипдегэоо ми Ъе Бер оё ежи шафВетадсз. 
Мабешта%1с1атз Вауе Бееп БМшКше або &615 Юг сешбанез: $Веу саше пир мВ уаг1юо1и$ 
$Веотез ап теб оаз, Баф $0 по ауа|. Весамзе $Ве юипЧамоп о Ще ех1зие табтетайсв 
15 поб уегу Шеаг. ТЪе {Ъеотгу оЁ тез1Ама] тадт1сез зуез ог 6613 сагИу. 





Треогет 32.8 Ра 6 13 а пи Вые о} р, шйете (а,6) = 1, (5, р) =1, а>р> В, ийете 
р> 2 45 а рите питфег, ет аР - ВР 18 а тире оф”. 





Ргооё. Етош Ве соп4 оп оЁ $Ъе Теотет 1 ЮПо\уз $Таф ме сап тергезетё Ве пиифег а 
ш Ве Югы а = ра1 — 6, мБете ал 18 зоше пафига] патафег. ТЬеп 


а? = (ра — ВР = (раз)? — р(рал 1+ --- + р(ра)6 1 ВР. 


Эшсе {Ве зи О = (рал)Р — р(ра1)Р 16+. . -+ р(рал)6Р 1 18 а шаре оЁ 2, 4Вев, {Вегеоге, 
уе оЪБфали Пе аззегНЯоп оЁ $Ъе $Пеогет ш %Ъе сазе а - 6 13 а шире оЁ р. 

То ргоуе %1е %Веогем ш %1е сазе а — В, ме зпаПа у гергезетф $Ве пашЪег а ш Те 
югш а = рар + 6 ап4, саттуште опф $Ъе зате са]со]аопз, ме оБбал $Ъе {Веогет Юг а — 6 
1за шире оЁ р. 

Сошрахе {Ве збабфетецв оЁ 'ТБеогет 32.8 И ТБеогешт 11.3 (р. 68), мИЪ ТЬеотешт 16.2 
(р. 88) ава СогоПагу 16.1 (р. 88). 

ТЬ!з Веогеш зВо\из %Ве ауалбасе оЁ тах шафретай1сз оуег ех13 ше тафретаф- 
1сз, Бесамзе мб %Бе Бер оЁ {Бе гез1Ама] тпафллсез, Кегтай’з Газ 'ТБеогеша Бесотлез а 
сопзеслепсе о Еегта$’з Ше $Ъеотет, ог, шоге ртеслзе]у, а, ргоет юг зсвоосВПатеп. 


Ехр|!апаНоп: ш 1964. ТБеогет 32.8, ш &1е Югш оЁ 2 ргоешз \аз зепф $0 %Ще ]оигпа] 
“МафЪетай1сз ш ЭсВооГ’, уаз рабИзВеЯ ошу ш Ве уегяюоп “а — 6” ш &Те зесНоп “Зеесфе4 
РтоЫетз”. Гафег [ тебагие4 фо {18 ртоМешт ап т 1967, ш &Ве зате дога] № 2, $\мо оЁ 
шу Пеогетз \еге риБзБеа, Биф авгли шт Ве уегзоп “а — 6’. То ргоуе Ваф Т \аз ие $, [ 
сопшае4 $0 \отК оп Ве ргоЫешт оЁ Чая о пашфегз апа [ шапазе4 фо ргоуе Ве 
Вегтапа Розбафе ш ап еетешагу \гау. Г зВагей $13 ми Фе №атопз шафтетасам 
А. Г. Утовтааоу (ГОМТ ап тесауе4 арргоуа1. Сопяплте $0 мотК ш 461$ АтесЯоп, 
Г тапаре4 $0 стеафе Фе $Ъеогу оЁ тез1Ама] талсез (тафих шабета сз), ап ощу а& 
$Ъе Бершише оЁ Те 2156 сепбрагу, мпеп № \уаз роззе фо зоме шапу даезйотз ш Фе 
Ч зв 1ЬаНоп оЁ ргииез оп Ве пишЪег ах1з, [ 4еслаеа фо ра Из зоше оё $Везе гези з ап 
“тап по а, ма]. 

Р. Тье 5. М&Ъ ве Бер о Ве “ТВеогу оЁ тез1Ама] тафт1сез” (Мафлх тафветаЯсз), Ве 
тесатИИез оЁ ргипе ап сотрозце пишЬегз оп Ве питешса!| ах1з ш Бе Юг оЁ пайт1сез 
аге офате4. Эшсе $18 арргоасй $0 пишЪегз оп Фе пашьЬег ах1з 15 сотр! ебу пем ш 1 
у’ау, № 13 роз Ые &Паф зоше шассигаслез ш фе сасиаЯюопз жеге шаде ш Те ргооЁ оЁ 
$Ъе {Пеогетз ап согоПалез оЁ $1; соПесНоп. 'ТЪ1$ саппо$ Бе Ве теазоп Юг тейийпе $113 
{Беоту. 

Виё Те зарротфетз о фтаЯ опа] тафВетасз, уров 4еуше шфо &Пе фтие еззепсе 
оЁ 13 Пеоту, ап, еуеп м Бойе ЯЗЬ ше геа ше, тейце №, %1$ \аз &Бе теазоп юг Ще 
стеэлоп оЁ 613 Боок. 

Р. Р. Те 5. СвеБузВеу ртгоуе4 Вегётапа?’з соггесфтезз ш Вегтапа’з Розбабе шасВ 
Тафег. Еегииа$’з соггесбпезз ш Еегтаф’з Гл е ТБеогет уаз сопйтте4 апа гебпе4 Ъу Ешег, 
а108$ аз шапу уеагз [афег. Апа Еегта$’з соггесфпезз ш Ве “Еегтпаф’з Г.а5$ ГБеогеи” аз 
тесовт1е оШу аф $Ъе епа оЁ %Ъе 20%Ъ сепфату. 

Т зпсегеу Еее] зотту юг $Возе асйуе табВетайсатз мо мм пеуег Кпо\ Фе сотгес$- 
пез; о Мафх Мабтета% св. 
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Срарфег 33 


ТагАу СепегаПха оп 


т, апсдет, атсрдесфит топитет8 
ШФете 18 тоте тай Фап 
тоаетп, Зетфоокз оп тафетайсз е 


Маблх шаббетайс$ $еасБез из $Ваф питбег Югтайюоп оп Ве пашфег ах1з 4оез поф 
уотк ш Бе заше у\’ау аз ш ота| сайся]лопз. Весамзе Ве пишЪег$ оп $Бе пишьег ах1з 
зпо\м &Ве пишег оЁ ип зестлепёз (зсае) Ваф аге Я у зрасе4 Ъебмуеей Ве Берат 
оЁ Фе питЪег ах!3 апа &№е рошф ме са 4Ъе питЪег. ТБегеЮюге, оп 41$ пашенса]| ахи5, 
арат& Ёош шберегз, {Пете аге по офег пашегз Ваф арреаг аз а гези оЁ табтетайса] 
{фтапзЮгта#1олз. ТБегеЮге, уой пееа фо Вп4 опф Ве т@аопзЫр оЁ Ве пиЪег у Фе 
рошё Ц оссар1ез. Эшсе ог шабетайсз 13 Чесппа], ргитез 2,3 ап4 5 р1ау ап Пирогвап® 
го]е ш Ве пишЬег Юттайоп оп Ве пашЪег ах1з, Бесамзе офТег ргииез ПКе 45 — 1 апа 
45 - 1. 

Тре пашегса] “сБаоз” $Ваф оссиатз оп Ве пашенса] ах1з 15 сгеаде4 Бу еуеп апа о4а 
питегз, Бесамзе {еу аге зыШе4 ге]ауе {$0 еасЬ офЪег Бу Ще 1еп2Ъ о а ип зеслаен. 
Во &Тозе ап обЪегз сап Бе гергезеще4 аз $1е питЪег оЁ $\о ций зертепёз, Ве огещт 
оЁ м асЬ 1$ 1осафе аф Чегет рошфз. ТБеге аге по пишЬетз оп Фе пишЬег ах!з {Паб ате 
Бо&В еуеп ава ода. ТБе пати? оЁ патаетз 1$ Ве салзе оЁ $515 сБаоз. ш ех1з@ пс (с1азз1са/) 
шабБетай1сз, {Пезе 13зиез аге поф с|еагу Шишшафеа, ап 16 13 парозз Ые фо Кпо\ уве ег 
1$ 1за ргосезз оЁ рошёз, ог зестлетз. № сопйпиопз РаасНоп, ШВ а сБапее ш Те огра, 
У\Ш поф Бе аЫе $0 оссиру аП Фе ропцз (пашЪегз) оЁ $1е питенса] ахиз. 

ЕзресаПу &Баф палшабег югшаНоп 15 А1свабеа Бу шабтетайса] ас10п$, гапоше ош 
аа41от-зиБтасйоп, епт хи Ч егепйайют ап ифеотайоп. 

Пигше шаббетаЯса] орега#оиз, Ёгас1опа], птаопа], ппартагу, ай з0 оп патЪет$ 
арреахг, {Те гие еззепсе оЁ м асЬ 1$ поф уегу сеаг. Весамзе пафБеша са] орега1опз Черепа 
10% ошШу оп Ве от1еш, Биф а]зо оп Ве АтесЯоп оЁ $Везе орегамопз. 'ТБегеЮге, роз оЁ 
ап ш4ебице сБагасфег арреаг оп Ве патЪег ах!з, м1 салзез ргоетз ш аП Бтапсрез 
оЁ шабетасв. 

Тре изе оЁ соогштафе зузбетз 414 поф зо]уе аП оЁ Безе ргоешз, аБои?В ргоэтезз 
у’аз еу1Аепб. 

АП абберёз оЁ тафетас1алз $0 тир фе ргосеззез оЁ пииаЪег Югтаоп $0 ашвей 
Тахуз \еге поф стомпеа \1Ь зассезз, Бесамзе пе питБег ИЕВО, ммс саме т1зе $0 Фе 
шаш ах1ота оЁ ех1з ше шабрештайсз, 15 Ве шаш ашЫсиКу оп $Ъе пашфег ах. Те 
питег (его саппо& Бе а шире оЁ а] пфесегз, Бесалзе $615 сошфтаа1сёз Бе зпар!е 10°1с 
о Витап совет оп. & сап Вахе тапу Аглзотз, Биб Ш ш а Шацеа пишЪег, мае а 


167 


168 Е. МКгбишуап-Мафтх шабВеша сз 





сегбала зестлеф оЁ {фе питег1са] ахз. 

ТЬаез’ $Веогет оп Ве Чу18 0 Шу оЁ а зестиепе $0 п, едаа] ратфз, мои зресфуше 
{Ве еп о# {Ъе зерлаепе ап &Ъе уаае оЁ &Ъе пашЪег п, 1е4 фо ргоешз оЁ пяшЪег 
ютша оп оп фе питег ах1з. Еуегуопе Кпо\з &аё: 

а) Ве пишЪег 0 сай Ъе иарЦеа Бу апу пашЪег, Баф № саппоф Бе 4ае4 Ъу апу 
обБег питфег, 

Ь) песайуе патЪегз ате поф оба, 

с) поф а еафигез аге пфеотафе4 

ефс. 

ТБе ех1зие шафВетаяс$ 1$ №1 оЁ зась ртов олз апа ипсегбалиез. ТЪе даезйоп 
13 \Бу? АКег аП, Ще пашЪег ах! \аз стеабе4 Бу шап апа Баз а зпаре збгисфате. У\у 
звот]4 16 сопфала зестефз $Ваф аге шассезз е фо Витап Кпо\е4ее? 

Майлх шабпета сз Ютсез аз $0 сопзаег ш а пе\м мау Ве ЮгиШаз Ваф ат1зе мПеп 
зоуше уатотз ргоетз, ап Ни опф Фет фтиае еззепсе. Но\м, Юг ехашр/е, сап уой Виа 
01$ \Ваф 13 Те т@аотзЬтр Беб\мееп $Ъе пашет 1 ап4 1*, ммсВ арреаг ш Ве едиа у 

1 п-1 


+ 
п п 





К 0: 


Ме Бахе $0 ипаегзбап а] Те едааНЫез $Паф агзе поф оу ш шабетайсз, Баф ао Ш 
рБузсз, ап 11 офЪег агеаз оЁ заепсе. 

Ех! ше шафБетай1сз 4оез поф а]мауз в1уе из ассигаёе тезаз. Весамзе $Ъе сопсерф 
оЁ а питЪег 1$ поё ипатЫеиоиз, \Беп а |агое пашафег 13 аглаеа Бу а зтаП пишфег, & 
Бесотез а геталшег, \1ср 15 Чебегиите4 Бу Из аБзоцще уаме. 'ТЬ1з ЧиаПу оЁ пашЪег 
оп $Ве пишЪег ах1з 1е4 шафетай1св $0 %Ве ТЪеоту о{ г@айу\у, ап4 теа пуегасйопз оЁ 
теа] оБ}есфз фо Ачайзт. 

Майлх шабБештай1св с1апиаз Фаф ип Те зестефз оЁ $№е збабфететф Вахе поё Бееп 
теуеа]е $Паф атопе 2 п сопзесайуе пишЪегз $Ъеге ате п еуеп ап п о44, ап мВаф 
Ч1з$апсе ФПеу оссару оп Ве пишЪег ах1з, ме \Ш пов Бе аЫе $0 ип4егз$апа Пе ех1збепсе 
оЁ шсотптепзигаЫе зертпепфз, ФВе ргоеш оЁ шар1с здаагез, $Ве едлайюоп 


У т У 
ту", 


ебс. ТБегеЮге, № 13 песеззагу $0 тазфег $Ве Теогу оЁ тез1Апа] тафтсез, езресаПу ш соп- 
песйоп \Ъ Те Ёс$ аб поз $Веу Вахе Бесли $0 фа а 10% аБоп$ дааа сотарифетз. 
Ме {Шшк 4Ваф {Те $Ъеоту оЁ тезиа] шафтсез сай Бесоте а шабВетайса] Ююци4аюоп Юг 
сотрифегз $Ваф м Ш мотК шасЬ Ёазбег {Ваш {Фе ех15 ше опез. 


Р. ТВе 5. ТБе албПог м Ш Бе этафеё\ Юг аП Те тетагК$ ай сотлтпетз сопсегиия 
БобЬ 613 $ехё ап а Ве ргоШетлз Ваф ате 41зсаззе4 ш \. 


Р.Р. ТБе 5. ТВе аабВог оЁ $5 $ехё, Е4пага МКгблтуап, аоез поф оЪ]есф $0 Те Ёас$ 
{Каф Ще епаге фехф, аз ме аз из ш4г/ ча] рагфз, \еге риБзВей ш заепийс ]оигпа]з ап 
шопортар|з, ргоу14е4 &Ваф 01$ ад ТогзЫр 15 ш@сафеа. 


Мозсо\, 01/25/2020 


Срарфег 34 


'Гппе фо сабпег збопез 


“.. № аЙ фочд5 сат Фе етртеззе4 чт, шотаз...” 


Агтешаи рага е 


Ошщу аЁег &Ве ргооЁ оЁ аП ФЪе ФЪеотештз ап сопзедиепсез оЁ $1 соПесйот 414 1 
Бесоше сеаг $Баф ш ог4ег фо ип4егзбап4 Ве ргосеззез оЁ пашБег Ююгтаф10оп оп {Фе пишфег 
ах1з, 1 15 песеззагу $0 Вп4 оф Пе теспал1зт о пафпета са] $гапзогииа 101$ оЁ патЪетз 
ш Ве со[аллиз оЁ $Ъе тетала4ег тафт1сез. 

То зо[уе Везе дшезйопз, сопз1ает &Ве гезча] шафих М»т,п(Т), т = п(п). Мшяруше 
еасЬ пашЪег соттезропАте фо еасп соГаши оЁ 4618 шафях Бу 2, ме сеё 2,4,6,...,2%; 
Бош \ЫсВ 1 18 розз1Ые $0 сошрозе ап еуеп шафмх М№„„(2|2). Раушё абешоп {0 Фезе 
питЬетз, ме побе &Ваф $Ъеу аге а4асепё $0 $Ъе пашегз 1,3,5,...,2и — 1; Ном мые 
16 15 розз1Ые {0 сошрозе ап о44 шах М№„»(2 1 1), хБеге т = л(п). Те тешагкаЫе 
$ те аБойф Везе пем тафтсез 15 $Паф %Пеу Вахе Бе заше пашЪег о 7его ап попхего 
теташегз ш &Ве гомз 1 < 1 < т < п(п). [ пилз оц аб Ме шабах Мт»(п + 0 
сотбашз Те зале патЪег оЁ #его ап поптего тешпали4етз 1 %Ве зале то\з. 

[6 иилз об (Таё Фе пашЪег$ соттезроп4те фо $Ве сопитиз оЁ Ве шабах Мт,п(Т), 
т = л(п), шшаруше Бу 2 ме Бауе пе\ шалсез ш Ве югш Мип(2|2), №и.(211) ава 
Мтп(п - 1). Сопзедаеп у шафВетаса] орега&1опз сап таке а Бе по ошу пашет Ба 
а]зо \ИБ &Ъе шаблсез. ш ошг ехашр]е, Ве шабых М№»(2|2) 13 Югше4 аз ЮПо\з: Те 
со[липз оЁ Ве шабих Ми (1), “ЫсВ соггезройа %0 еуеп пилаЪетз, гетпаш ш Вей: расез 
ап 4 аге адае4 фо Вега со[лилиз оЁ фе шафах Мтп(1), м мсЬ сотгезропа {0 оа4 пилЪетз, 
шару еасЬ оЁ $Веш ш аЧуалсе Бу 2. ТБе шайлсез Мт»(п + 1) ава №„»(211) аге 
а1086 азо Югште4. 

ТЬе даезоп ал1зез: Бом апа мВ \Паф гератбу, ш Ве ргосезз оЁ шиаНярНса®юп, 
{Безе хего ап поптего геталпаетз #гот фе шафих Ми (Т) аге {тапзегге4 $0 Ще шадт1сез 
Мю (212), Мтп(2 11) ао9 Ми (п + 1)? 

ОЕ сомтзе, изшё фе Югииа Ги(7) + ит(7) = п(п), мБеге Г»(7) ава ит(7) аге {Ве 
поп7его ап его гешпала4етз оЁ $Ъе сопиип пашЪете4 7 оф $118 тафых. 

Виф п 1$ опе шос $0 её а Юга, ап апофег фе $0 ио4егзбата 4Ъе мпое 
шеашшй оЁ Из Югиша, Бесалзе &Ве те]аот Ги(7) + ит(7) = п(п) аЁесёз аП ргоЫегаз 
о# пииег &Веогу ап4, сопзедиеп у, аП ртоетз о{ шафпетайЯсз. 

ТЬе доезНоп ат1зез: Бом фо 4ебегиите $Ъе пишЪег оЁ Бозе сопиипз оЁ Ве шафих 
Мт,2(Т), \УВеге т = л(п), еасЬ оЁ \ысВ соггезройа$ $0 а ргшие ог сошрозие пашЪег 
1 &Бе пишаЪег т 1 т@ауе]у 1агое ? Аша Во\ аге $Веу Ч@з1Ь ще ш шайсез №„„(2|2), 
№пп(21 1) ап Мт(п + 1)? 
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Вергезепйие Ве шах М»,2»(1) аз 
Мт. (1) = Мт.п (1) + Мт.п (п + 1) = №. п(2 11) + №”. п(2]2), 


у\Бете т = л(п), изше Те 4очЫе зеуе, ме оБфаш Таф 





о о [ов "1 : 


2 


юг апу пабага] уаше оЁ п ап таке зиге $Ваф И Ще уэме оЁ п 13 г@амуеу ]агее, Вей 
изше Бе геталш4ег та4л1сез, ме сап Аебте л(7,) ава и(п) ш а звогбег \уау. 

Эшсе ш &Ве еуеп сопилиз оЁ &Ве шабах Ми.2.(1), т = п(п), ш Фе гомз 1 << т, 
{Теге аге аз шапу 7его ап попхего тетали4ет$ аз %Вете ате хего ай поп7его гетали4етз 
аге ргезепе ш оаа со[алпиз о Ве зате тафих. ТБегеЮге, № Бесотпез песеззагу $0 сотрахге 
{Тезе соплилтз Юг $1е шахппишт патшфег о хего гез1Апа/з. ТБаз, ме сап Вп4 Фе пашЬег 
оЁ сопитиз оЁ Фе шайлх Мт,2и(1) еасЬ оЁ \мсЬ соггезропа$ $0 а ргипе ап4 сотрозце 
пишет. 

[1 ежепаеа розмег тафисез, $Ве зоГайюоп $0 $018 ргое 15 гедисе4 фо ап ассигасу о 
опе. 








Сопз4егше фе Юга и(п(п + 1)) = и(п) + и(п = 1), 1 маш 140 Кром &Бе фтие 
уа1ае оЁ Ве асов и(п^), утеге 1 < К < п, Бесамзе {Ве побачой и(п^) = (п), уТись 
13 ассерфе ш ех1з ше шафБетай1с$, 4оез поф шзрише сопЯдепсе ап 4оез по% геуеа] Бе 
{тие пабите оЁ Ве псНоп и(п^). Аз, Юг ехатре, и(р?) зВо\уз $Ваф оп {Те пишаЪег ах! 
Ъеб\ееп {Ве пишоег 0 (хего) ап4 Ве пилаЪег р? феге аге 4епзейу зрасе р? ип зестеп&з 
оЁ есь л(р?) зВом Ве пишБег оЁ ргипез ш {Ве пцегуа] [0, р?]. Апа Ве Пепе оЁ Ъезе 
ии зеотлетф$ 13 едиа] $0 $Ъе зсае оЁ $1е эуеп питенса] ах1з. ТБегеЮюге, фе пашЪЬег 
оп {Ме пишенса] ах1з зВомз Пе патЪег 0 зеотеифз, ап поф ро1шфз, аз 18 сазбошагу ш 
ех1зЯшо шабешта сз. Ви Фе шайлсез оЁ гез1 па] зпочапеоцзу таке № розз!Ы]е фо 
ехргезз Ве пашЪег о? Ппе зертлет{з ш фегиаз оЁ Те питег оЁ роз, мВ оп Бо з14ез 
ии 6Ъе пашЪег о} {Тезе ип зертеп&з. ТБегете, а сотрозце пилиЪег с01п$18$$ ОЁ а еаз$ 
$\о ргиае АГзог$, тесатезз оЁ Веб ег &Пезе Ч1\1зотз аге едаа] $0 еасб обЪег ог АШег 
Бош еасБ обЪег, 1.е. а сотрозЦе питарег 13 а сошЪ тают оЁ риште пишЪегз. ТБе паЪег 
п 15 зпииКапеой у а з14е оЁ и — 1 зачагез, еасЬ оЁ \асВ сап Бе Агллае шо п — 1 едаа] 
рагёз. ТВегеоте, п? = их (п 1), (п+1)? =пх (п- 1, апа уоч пее4 +0 ипаегэама {Ве 
еззепсе о{ $Ъезе Ююгииаз, Бесалзе, аз пофе4, пе пишЪег п, зво\жз Ве пиег оЁ зеттеивз. 


ЗпоПайу, же веб я? = пхи?, ий = пЗхи, п 


—=пх ПА, ес. ТЫз арргоасЬ {0 плаиегз 
оп Ве пишьег ах1$ [еа4$ фо %Ъе Ёасё {аф ФЪе шайх оЁ ге паз, \“еЬ Ваз Бе има е 
сопиии, а]зо0 Ваз оррозЦе тайсез. [еб’з ге &Таё: 

а) штабах Ми,2и-+-2(0»,), мБеге т = л(п), 0» = п р; 13 саЙе4 &Ве тала тпайт1х оЁ Ве 
питЬег ах13; —- 

Ь) $Ве шайлх м Ще па е со[атои 1$ саЙе4 $Ъе таш шайлх; 

с) зшо|аг гез1па] пзайт1сез $Ваё аге ед 16 алф Нота Ве пла е сопипиа ог Йо Те 
офегипо$6 соГатппз оЁ Ве тали тафлх аге саПе4 оррозше шафтсез; 

е) сопиииз оЁ оррозшё табтсез $Таф ате аф еда] 41:6 апсез гота Фе иле соот, 
ог Рош Ще опбегиоз$ сопити$ о# Ве таш шафих, аге саЙе оррозше соло; 

Е) Те фзбапсе оЁ $30 соГатапз, ог фе питег оЁ ип зеотпепз ш {1е гез1Апа] тпайт1сез, 
13 едаа] $0 &Ще пиЪег оЁ соГатпиз Ваф аге Бебумееп $Ъезе сопииие. 
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ТБиз, изше Фе ехепае@ шайтсез ргорегбу, жБете 0, = Пи р т» = т + пи, 


* 


т =п(п), т =л(\/2(п + 1), ме соше $0 Фе сопс1аз1юй &Баф 


Тт. (0) =0, Иж, (0, = п(п), Ё т» (1) — п(п), Ить (1) = 0. 


К бтоз ойб Ваф ш Те агясез оЁ $15 соПесйоп же фоиспе проп шоге даезЯопз Тай 
уе сошШ4 апзуег Фет ап \ме зЫ] Бауе а 106 $0 ипаегзбапт ап сотргепепа. Ви 1, 
зшсе Ве патегз 0„ — 1 апа О», - 1 ате соргипе паЪегз ргоуеа &паф ашой? Ве пашЪетз 
(р+ 1)? ава р? Теге 13 а шапии [1055 р] — 1 ргпиез апа атопз йе пиштЪегз (2и — 1)? 
апа (2% + 1)? {Ъеге 15 а% 1еазф опе райг оЁ $\/п ргйпез, еёс. Ог зшсе ог шафетайсз 15 
есппа], зо %Ве ргпае пишЪетгз 2, 3 ап4 5 фаКе оп Ве шаш го]ез ш &Пе ргосезз оЁ паЪег 
ютша1оп, Бесалзе $Пе гезф о {Ъе ргиие пииегз аге оЁ $Ъе Югт 45 — 1 ог 4х + 1. Непсе, 

а) п(р?) = (п(р))? + т(р) — 1, На реше пилаБег р оЁ Ве юг 45 — 1; 

Ь) л(р?) = (п(р) + 1)? +2” (р) + 1 Е &№е пашЪег р 18 оЁ Ве Юга 4х + 1. 

Г бгое4 оф Ваф Ве тез $ оБбаште изше Ще гез1Чпа] тпа1сез сапио$ а\ауз Бе 
оаше чазше ех1зИше шабБетай1сз, Бесамзе № оЁйеп 1погез {Фе а1запсе Беб\мееп Бе 
пишаБег 0 (7его) ава &Ъе пашет 1 (опе). ТЫз гези6з ш &Бе сопапацу оЁ \е патаег ах1з 
апа &Ще песаюой оЁ пегайуе ргипез. 

Кпо\1пе аф тоуше ш {Те Атесйоп оЁ $Ъе питенса] ах1з гот рошф (пашЪег) 1 
от 2 м а збер еп оЁ $\о0 ип зеолиеиёз, аЙйег а сегбаш пашЪег о з6ерз \Ш зер оп 
рошиз 3,5,7,...,рь ох 4,6,8,...,2, уфаеЬ ме саП патаЪегз, Чешез фа шоуше йо фе 
залпе роёз м {Те зате зер еп ш %Ъе оррозце тесной оЁ $1е питеса] ах1з Ш 
по& эбер оп {№е ропиз (—р;) ог (—2^). ТЫз Шовйса] арргоасЬ $0 пилаБегз оп {Ве пилоБег 
ах1з отааиаПу асситуафез ргоетаз, фе зоНоп оЁ мысеЬ Бесошез пирозз ]е миф шт Ве 
Пиз оЁ ех1з ше тафТетайсв. 

ГобеаЯ о! ВпАшё об ФЪе геазоп ют Ще арреагатсе оЁ {ТВезе ргоетз ш уал101$ 
БгапсЬез оЁ тпафБетайлсз, ме аге е4 мВ сопсерз о! ап ш4ейпие пафаге, засЬ аз: ш- 
таф1опа], {тапзсеп4еиба], ппаотату питфетз. У/ИТоиф сотр!ееу ип4егзбат те Ве зат 
ап АШетепсе оЁ питЪегз оп Ве пашьЪег ах1з, зса]аг ап уесфог зат ап рго4ис&з ате 
сопз1еге4, ир $0 &г1еопотейтс зитз, УШои помие Бом 6Теу ЧШег Ёош &1еопотейлс 
Ч!егепсез ай4 ргоЯас&в. 

Аз а гези №, %Ве заяаге 13 Чту14еа шфбо Юпг ратёз, ш \1ср еуей ап о4Ч пиатЪег8 
аге сопз!4еге4 аз еуеп ап ода Ёлос10пз, мЬлсЬ ш АШегет длагбегз сеф еддиуа]епф уа лез 
улбВ ЧШегеи$ теоат Иез апа ср таКе зо]уте табпета%1са] ргоетаз ш $Везе даатфетз 
тшоге сай Бат ехр]айлите. \Уе себ аб фиеопотейтс едаайопз зпом4 поф Бе сои азеа 
УЕ а]сеЪгалс опез апа &Баф $Ъеу Вахе по фише ш сопитоп. 

СаШие $Ъе зате ф тэз Бу Чегет паштез $ шКз аб вТезе $Миез м Ш сВапее тег 
еззепсе. ОЁ соптзе, патЪегз саппо$ зреаК ап сайио% 4еЁепа Вей: 1124$, БФ Ве паЪег 
ах!з Ваз Бесоше а сопз мот юг Вет, ап \е шлзё ипаегзаю $Ъе эбгисфаге оЁ Ве 
питЪЬег ах1з ап4 теуеа] &1е тое оЁ апу питЬег ш 413 збгасфате. 

ш ЫсБег аоефта, $Ъеу вле4 %0 4о Из мИЬ Фе Бер оЁ аебегишаюз, заБтайт1сез 
ап питотз. Виф $18 [е4 $0 отеаф Ч сиез, Бесалзе $Ве а16апсе Беб\мееп фе пишЪег 0 
(хего) ава $Ъе пилаБег 1 (опе) маз поф фаКеп шо ассомив - Ве зсае оЁ $Ъе пиаЪег ах. 

Мабих шабтетайсз фаКез 613 01185100 160 ассоииф ап 411ез “И а #з пи $0 
сотр ее $113 \могК зассеззЁаПу. Г 13 с1еаг Ваф ул Ве Бер оЁ зна Шаг тафт1сез & шо4е!з 
питенса] ртосеззез оп уат1оз пфегуа]з оЁ Пе питенса] ах1$ ап4, сотратше Вет \ 1 ве 
шабсез Мт.»(Т) ава Ми.2»(1), хБеге т = п(п), аейпез \е пашЪег оЁ зпаре сопитиз 
(еуеп ап оа4) ш &ЪВе шайлсез М»,м(1) ава Мт,2м(1), мЪеге № >> п, Бесамзе апу 
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питег1са] ргоет 13 гедасеа фо {Ве ргоеш оЁ 4ефегиииие ргипе ап сотрозве питЪегз 
оп а патенса| пегуа] оЁ ицеветз [1, №] ог [1,2№]. Кпо\ие $Ваф Бе шабйх Ми, пл (1) Юг 
2 тп Баз а и1А4е соли, азше Бе Юта аз 


п = [082 №], п= [05 п] хр, | 


п(№) ава (№) ате 4ебегомше4. Апа #Ё Ве пла е со[атоп оЁ 518 шафих соггезроп4з фо Ве 
питЬег А*, $Ъеп &Ъе со[атаиз о $615 пафх Фаф соггезроп4 фо {Ъе палофегз 28°, 1 < 2° < п 
ш фе шабих Мтв(пА — 2п) \ Ш шафбсЬ {Ве пиаЪегз ру, мрете я рь < п^, Бесалзе 
{Бе рош\$ р* ава 2°, мШесЬ аге гергезеще Бу пашЪегз ш те@аф1юоп $0 фе пла 4е соли 
(пишег) А* оррозКе. ТВе псНоп л(п^) Черепа оп {Ве зресЁйс уаез оЁ и апа К ава 
ш 1е сазе оЁ 2 < К < п < п? ме ощат 


2 к ЗПов> п] — 1, 
пай) = оду Зет 
Уоц сап а150 её {Ве уаше о# Те аисНов л(22”) апа л(2“”). 

Таз, азше {Те геталпаег шайл1сез, ме зо уе фе сгурбоотарБу ргоШешт сошр!ееу 
апа Ве Аз ЪИИу оЁ а зестеп оЁ 1епеёЬ [0, 1010] ог [1,1010 — 1] ибо еача] рагёз. Усе 
1010 — 109.10, 10? = 100 ; 10 ава 109 = 103.103. 103, ме соше фо Г сопсаде &Ваф атопе 
Ве пишаБегз 1000 = 103 {Ъеге аге 333 пашаБегз, еасЬ оЁ мыс 13 а шаре оЁ 3 +В ава 
666 пишЪетз мЪ1сЬ, мВеп @х14еа Ъу 3, е1уез фе теташает 1 от 2. ТБегеЮге, атоп? бе 
ро!пбз [0,106] ог [1,100 — 1] Фете аге 3. 109 роб с ате саПе4 пашЪетв. ТБ теапз 
{Ъаф апу Ппе зерштепф оЁапу пишЪег ах1з, оЁапу |еп2, сай Бе азлае4 шо аф и105% 3. 103 
еда] рагфз, тераг]езз оЁ {Те зсае ап ]осаюоп оЁ $13 Ппе зертет% ой Ве г1уеп пашЪег 
ах1. 

ш Ще 1апсцасе оЁ рБуз1сз, 6615 шеапз {Ваф епегсу, ПКе а зесшепф, сай Бе агуаеа Бу 
по шоге Тап 3. 109 еаиа] разёз. Сопзедией у, {Ве ахегасе зрее4 оЁ а 12 апатии ш 
отщег зрасе, ш аП тес®опз, 15 едла] $0 3. 109 т / з. Ви эшсе Ве Еаг6В 11 Из ог тпоуез 
аф а зрее4 оЁ = 3: 104% ш / 3, баКше шо ассоцие {Ъаё Ве с! оЁ {Ве от а1з0 тоуе, 
{Фетете, ш фегтезиа1 сот И опз, $Ве зрее4 оЁ И Бесотаез = 3 - 108 / зес гехагезв 
о фе шебПоа оЁ Из Чефегииштаоп. ТБе асс@ега&юоп оЁ отаху, созшис уе]ос1ез, ефс., аге 
а[зо ебегиише4, &Ъе уа[аез оЁ зуБ1с аге а]зо те]а/луе ап арртохппае, Бесамзе &Веу аге 
а]зо Че {0 “зе рагаллефегз”. 

[1 ааа!ов, {ак ше {Ве 1обагИ Ва оЁ {Ве пашЪег 1010 1 фегиаз оЁ 3, 5, 7 ава фаКше 
по ассопиф {Баф ФТеге аге $\0 рашз оЁ $мйш ргипез ашопе &Ве пишЪегз [1,10], изте 
{Те тгешпалиег тадт1сез ап Ве 4очЫе зеуе шебфо4а, же оБбаш фаф оп Фе зевает оЁ 
пишЪегз [1, 1010] Ъете аге 210 раз оЁ {м/и ргипез ап4 4 ргипев. 

Вергезепйие Ве шабх М„,,1010 (1) аз а шафих зат 


Ми. 1019 (1) = Ми, 109 (211) + М, 109 (2|2) 


уе тапасе $0 тефисе Пе 4есппа] зузбет оЁ са сша оп $0 а Ыпагу зузет, Пе ас Ибате 
{Ве зопиоп оЁ папу (Ш поф а1) ргоетз {Ваф ал1зе Чие фо шафетайса] ргосеззез оп &Ве 
питьЬег ах1в. 

ТБе даезйоп 13, 13 № розз Ые $0 шо4е| %Ве пщегас®1юоп о{ теа] оБ]есёз ш Фе зате 
у\ау аз пашЬегз ате шо4ее4 изте пе тез Чиа] тпабт1сез ап4 зба4уте: Бет фо оБфали теа] 
тези $? 
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оиге. Везеагсвег$ Вахе Бееп 4оше $18 зшсе $Те &ише оЁ Атсоите4ез ап еуеп еахПег. 
Тв 13 емаепсей Бу апсеп ргоешз ап “ри72ез” Каф ате поф зо]уе4 Бу фта4Ийопа] 
ше о4$ оЁ тафВетаясв. 

Вл Беп ицегасше у теа] оБ]есёз, “з14е” рагаллеегз аг1зе (фаф шаКке № АЁси 
10% ошу $0 зоуе %$Ве рго ет, Баё а]в0 $0 пи4етзбаю4 %Ъе фтае еззепсе оЁ $13 зоаоп. 
Еог ехатрЕ: Ш Ве Бо4у шоуше Нот %Ще рошё А аЁег а себаш ремо4 оЁ $ите сотез фо 
$Ъе рошф В ап4 уой пееа $0 Чефеглоше {Ве ахегаве зрее ог ахегазе ассеегайоп оЁ $13 
шоуетет$. Еуеп Ш ме пеё]есф $Ъе спатасбет св оЁ а шоуше Бо4у ап шел, 1.е. № же 
14еа12е тоНоп, $Веп \е 1 Ё№се %Ще ргоеглз оё Чу Шу оЁ Бе 41;р]асетеп& уесфог ап 
$Ъе Ише уесфог, езремаПу хТеп Те зуота 13 абопв шзбаапеотз зрее4 ап шз$албапеойз 
ассеегамюоп. Эшсе $1е $ппе уесфог 15 а\мауз Атесвеа Нот &№е раз фо $Ъе Ёфлте, апа 
90 &Бе {тие еззепсе оЁ шзашщапеомз зрее ап езреслаПу шзбашбатеоц$ асс@егаюоп 
Таз Бееп с]алНе4, № 18 ппроззе фо сопйтиа %Ваф Фе пуегасйоп оЁ теа] оБ]есёз оЁ бе 
разё сап Бе еддиуа еп ш Ве Работе. ОЁ соптзе, &Пе ахегасе зрее ап ассеегаой Чате 
заср а шоуетеп% 13 аеетиише изше Бе уесбог оЁ 41зр]асетеш ап те. Влё 4оез 4118 
2туе $ огопиаз $0 аззетг6 $Ваф зрее4 15 ФтесЙу рторогйопа $0 а1зр]асетеп ап шуегз@у 
ргорог1опа] $0 $пте? Ра по фа те або асс@егаяоп уеб. ОЁ соптзе по%ф, Бесамзе зрее4 
апа ассеетаЯоп ат1зе Чите Ве пап Цезфаюоп оЁ зоше ютсе $аф НПз $Ве Бо4у эВ епегру 
- репа ап Кшейс, \шсВ 13 Вхе4 Бу &Ве Па оЁ сопзегуаНой оЁ епегру ап4 1116$ аф Ве 
Пике епегсу фаф Ве шоуше Бо4у гесехез. 

Тре 4ереп4епсе о зрее4 оп 41зр!асетепф ап4 ше 15 Те зате аз {Бе аереп4епсе оЁ 
$Ъе геззбапсе оЁа соп4исбот оп уоаре ап4 сиггеп ш ап орегайше еесёиса] стси. АКег 
а, а рБуз1с156 %мШ поф зау Ваф Те гез1збапсе оЁ а соп4исфог 13 Атес у ргорогНопа] фо бе 
уо[Цасе ап шуетзеу ргорог1опа] $0 Ще зётепе В оЁ Те ситгеп$. Ехегуопе Кпомз $паф бе 
теззбапсе оЁ а соп4исбог 4ереп4з оп %Ве соийрага оп, оп Ве шафета] оЁ $Ъе сопаясфог 
апа оп Те фетрегафге. Зо Те аереп4епсе о# зрее4 оп шоуетей ап оп пе зерагабе|у, 
“цпасшагу” ап Юг зоше гезеагсВегз, 15 фаКеп аз “теа?” фо ехр!аш зоше о ег 135щез. Аз, 
ог ехашр/е, геа] ап ппаештату ппазез оЁ оБ]есёз ш зрБемса] тлттогз ате изе4 $0 ехр]айп 
$Ъе ргосеззез оЁ ппабез. ТЬетеЮюте, сазез аге поф ехслАе4 мТеп {Ве пабе 13 фаКеп Юг 
ап оБ]есф, езресаПу умВеп &Ъе оБзегуег сайлпоф зее &Бе оБ]есф. [6 13 Кпо\мп $Ъаф поф аП 
с@езНа] Бо Чез аге уз е фо {Те $еггезта] оБзегуег, ап4 уат1о$ [ауегз оЁ ощфег зрасе Юг 
13 Бесоше зрБегса] тплттогз апа, регВарз, Ваха: зееп &Бе ппасе оЁ Бо ез {Ваф саппо& Бе 
зееп Нот фЪе еаг’з затЁасе, ме $ЫшК &Ваф Ъеу аге зоше Кша оЁ таззуе Боа1ез. 

Аф Те Бершише оЁ %Ъе 204 сепбту, А. Ешзжеш, геуше оп $Ъе мотК оЁ СаШео, 
Мембоп ап шапу обЪег зс1еп 1568, сгеафеа №13 “Зреса ТЪеогу о! Ве]аНущу” ап \аз аЫе 
фо ехр]айш поф ошу Те шоНоп оЁ Вго\мап ратйсез, Ве рпобоесяяс еЁесф, даафайюоп, Би 
а]во Пе зрЦ ше оЁ абопис пасе. Ву 413, Ве ехрапаеа &1е Ве оЁ пуеПесбаа] Кпо\же4эе 
о# тапкша. Виф 4138 4оез поф шеап фВаф $518 ригейу шафетайса] $Ъеогу ргоуез Таф 
шоуетейе ог ше 15 Черепаеп оп Те зрее4 оЁ а шоуше Боау. Не зпар!у звоме4 Бай 
$Ъе “Зресла] Ъеогу оЁ теамуту” ФЁетз Рот СаШео’з г@айу у ш %е заме \уау %Ваф Ъе 
теа] питаБег АШетз гот Бе ппаетату опе. Ртосее те Вота $1е сё бПаф %Ще аля у 
оЁепегсу шо едаа] рагёз 13 аз ШиЦеЯ аз {Ве 1110 Ш\у оЁ а зестепф оп $Ъе питЪег ахи5, 
Ешзеш едиафе4 %Ще епегоу оЁ а рпофоп \И В Из шзбатбапеойз уеюсЦу ап “Чпуо[лиатПу” 
стеабе4 Ве сопсерф оЁ пеха уе епегру ап перайуе $пте, ммс, Юг ехаре, “ГБе ргоМет 
о# $13” Вахе Бесоте &1е заЪ]есф оЁ “соштоуетзу” Бу шапу ешшейв $зс1еп $68 аф бе 
ртезетбв фте. 


бепзше Те ппрогбапсе оЁ фите шфегуа]з ш фе пбегасНопз о# теа] оЪ]есфз $Ваф @те- 
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1ез]у шоуе ш шег®а] зузбетз г@айуе $0 еасЬ обБег, Ешзбеш (ап по ошу Бип) саше 
фо Фе сопсерв оЁ $епзотз. Ва Юг а!по36 ВаЁ а, сетбатгу уогкше оп фе “Еле 'ТБеогу” Ве 
асмеуе4 а 10% ш $515 атесНой, Бо со поё сошрее №. МауЪе Ъесамзе опг Кпо\е4эе 
оЁ Ве ишуегзе, зрасе ап4 $1те 13 зо зта| {Та \ме сайпоф соше $0 оБ]есЯуе сопсаз1юпз 
тератФте Вет? Ог шауре 4че $0 Фе Ёасё Каф Ъеу сошА поф ехргезз %Ве пишЪег оЁ 
сотрозве паЪетз оЁ {Ве зевтепй [1,72] т фегз оЁ л(п)? Веташаег тайтсез тсе из 
фо {ИшК аБопё Фезе дтезНопз, Бесамзе ВетатАег Мафих ТЪеоту ехр!алтз поё ошу бе 
питаБег оЁ рейтез л(/ №) апа л(№) —л(У/М№), Биф а1во $Ве пишБег оЁ пилаЪегз оЁ {Ве Юг 
1055 №] ава [ю55 2]. 

Сопз1егше тез] п\фегасНопз оЁ теа] оБ]есёз, опе звош А поф югреф $Таф шафВетас$ 
13 поф ошшрове$ ап4 1 в1уез из ошу даапйфайуе шогтаНоп. УМе оБфаш Фе даа бауе 
ргорегез оЁ 15 шЮгшайоп Бу апаулше &езе пфегасйотз. ТБегеЮге, апу зесйоп оЁ 
апу зслепсе 4еуеорз Базе оп зресс ах1отз ог розбиафез, мраср аге а сепегаПхаоп оЁ 
{Те пуеПесбаа] рофепйа] оЁ пайка. 

Ах1от$ ог розбуЙабез аге поф Ч4огттаз ап оуег $ппе %Веу ехрапа фо ешЬтасе пех 
репошепа, $№аф Ваме поф Бееп пойсе4 ог еб БеЮге. 'ТШз 1$ еу1епсеа Бу %Ъе веотебгу 
оЁ ГоБасВеузКу апа Ветати, Ворт’з розбабез ап Незепеге?з ипсегбалез, ебс. 

п шабета%1сзв, Ще шаш ахюш арреате аЁег &1е аор1оп оЁ соот@тафе зузбетпз, 
аз {Ве пишЪег 0 (2его) 13 а шире оЁ аЦ ищесегз, ап Юг геа] шегас100$ оЁ теа] оЪ]есвз, 
№ бооКк Те Ютш оЁ &Ще “В1е Вапе”, урасЬ Ъесалае $Ъе Ъаз1з оЁ $Ще Теогу оЁ ехрап4те 
са]ахез. Тре $Ъеогу оЁ гезАпа] тафисез 1е4 тафБетасз $0 Ве шуалаптсе оЁ патетса] 
ргосеззез, $0 \исЬ № \Ш Теаа $0 теа] шфегас®юптз оЁ теа] оБ]есфз, № 13 ЗЫ1 песеззагу фо 
Виа об: 


а) шраср, ратЪ ор \1е соттилисайту епетду юг 1е Фоду фесотез роепиа ат ‘ирлсй, рат 
тотез й; 


Ь) 4ерепаетсе о] Фе сотротетз о] аз чесют от @фретета @тесйот; 
с) Боду тозетет 1т ощег зрасе 18 этоой от уитрз; 


е) Ме ртаатетла юттища, 4езст тд те тдетасйотз о} теа| обуесёз 18 а розфщае от 
а [аш ют а тезеатсйет 


ефс. 

Те хБое рошё 1$ {Таф факКше %Бе з14ез оЁ а замаге Юг збгалеЪ% Пе зевает, 15 
Ч1асопа] Ъесотез а, аетаф; Ппе, ог у1се уегза. № Ще сте 13 сопя14ете4 а, зтоо пе, еп 
{3 Фашеег Бесотез латар-НКе ог \1се уетза. ТВегеЮте, Ве еп езз ехрапзюп, ог еп ]езз 
пагго\ие оЁ Ве ишуетве, 13 поф оу ЧИ си фо Ппаеше, Ба ао ЧИ си фо ехр!аш ш 
уогаз ог Аезстре Бу Югша|аз. 


Уетеуап, 2021. 


Р.5. Оеаг теа4ет, { уои саптоф атзшет Фе диезНоп Фа 13 штйеп от Фе сочет о} 
из боок, уоц и Вале 10 теа4 аИ Фе атисез о] 113 соПесНоп, адалт, тоте сатемИу. 
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